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Construyendo Conjuntos Difusos Personalizados
mediante el Método de la Baraja de Cartas

Diego Garcia-Zamora*, Bapi Duttal, José Rui Figueira!, y Luis Martinez'
*Departamento de Matematicas, Universidad de Jaén, Espafia. Email: dgzamora@ujaen.es
TDepartamento de Informadtica, Universidad de Jaén, Espafia. Emails: bdutta@ujaen.es, martin@ujaen.es
{CEGIST, Instituto Superior Técnico, Universidade de Lisboa, Portugal. Email: figueira@tecnico.ulisboa.pt

Abstract—Este trabajo resume el trabajo The deck of cards
method to build interpretable fuzzy sets in decision-making [1],
en el que se presenta una metodologia socio-técnica para con-
struir conjuntos difusos personalizados en problemas de decision
multicriterio. Se propone un proceso co-constructivo entre el
analista y el decisor basado en el Método de la Baraja de
Cartas (Deck of Cards Method), permitiendo generar funciones
de pertenencia denominadas DoC-MFs que reflejan la semantica
individual del decisor incluso con escalas heterogéneas. Se detalla
la metodologia en tres fases: construccion de una funcioén de valor,
identificacion del soporte y nicleo, y modelado de los tramos
laterales de la funcién de pertenencia.

Index Terms—Toma de decisiones multicriterio, logica di-
fusa, funciones de pertenencia, método de la baraja de cartas,
semantica individualizada.

I. INTRODUCCION

La teoria de conjuntos difusos, introducida por Zadeh [2],
ha sido ampliamente utilizada en la toma de decisiones bajo
incertidumbre, especialmente en contextos donde las preferen-
cias u opiniones de expertos son vagas o imprecisas. En esta
teoria, las funciones de pertenencia constituyen el elemento
central para representar grados de satisfaccidn respecto a los
conceptos difusos [3], [4]. No obstante, una critica recurrente
es que estas funciones suelen definirse sin la participacién
activa del decisor, recurriendo a suposiciones arbitrarias o
formas predefinidas como funciones paramétricas [5].

Esto conlleva una pérdida de precisién y puede comprome-
ter tanto la validez semadntica del modelo como los resultados
obtenidos. Diversos trabajos han resaltado la necesidad de en-
foques que permitan capturar la semdntica individualizada de
los decisores [6], [7], integrando tanto informacién cuantitativa
como cualitativa [8].

En este contexto, proponemos una metodologia que per-
mite construir funciones de pertenencia personalizadas me-
diante el Método de la Baraja de Cartas [9], una técnica
de comparacién por pares utilizada con éxito en decision
multicriterio [1]. La metodologia presentada se enmarca en una
perspectiva socio-técnica, ya que promueve la co-construccion
de la funcién de pertenencia entre el analista y el decisor,
garantizando que la estructura resultante refleje de forma
explicita las opiniones y ambigiiedades propios del decisor.

II. METODOLOGIA PROPUESTA

La metodologia consta de tres etapas principales, todas
ellas guiadas por la interaccién estructurada entre analista y

decisor. Como resultado, obtendremos las llamadas Deck-of-
Cards Membership Functions (DoC-MF).

A. Etapa 1: Construccion de la escala de valor

Se parte de una escala original, que puede ser numérica,
ordinal o lingiifstica. Utilizando el Método de la Baraja
de Cartas, se solicita al decisor que ordene los niveles de
rendimiento (o etiquetas) para cada criterio en funcién de
su preferencia, colocando tarjetas en blanco entre ellos para
expresar la intensidad relativa entre niveles. A partir de estas
comparaciones, se construye una escala cardinal de valor
normalizada en el intervalo [0,1], donde O representa el nivel
menos preferido y 1 el mas preferido.

B. Etapa 2: Identificacion del soporte y niicleo de la funcion
de pertenencia

Para cada etiqueta construiremos un conjunto difuso que
la modele (por ejemplo, “alto rendimiento”). En primer lugar
se determina el intervalo de valores que conforma el ntcleo,
es decir, aquellos con pertenencia total (valor 1). Luego, se
identifican los extremos del soporte: valores para los cuales
la pertenencia es cero. Esta informacidn se recoge a través de
la consulta directa al decisor o mediante interpretacion de las
funciones de valor previas.

C. Etapa 3: Construccion de los tramos laterales

Los tramos izquierdo y derecho de la funcién de perte-
nencia, que conectan el soporte con el nicleo, se construyen
empleando nuevamente el Método de la Baraja de Cartas. Se
presentan pares de valores al decisor y se le solicita indicar
el nimero de tarjetas en blanco que representan su distancia
semdntica en términos de pertenencia al concepto difuso. De
este modo, se obtiene una representacion lineal a trozos de
la funcién que respeta la percepcion del decisor y permite
operaciones posteriores (como agregacion o difusién).

III. REGLAS COMPUTACIONALES

Una vez construidas las funciones de pertenencia, se pueden
aplicar diferentes operaciones computacionales clave en la
toma de decision difusa. Estas operaciones se basan en las
propiedades matemadticas de los nimeros difusos lineales por
tramos y aseguran la compatibilidad con modelos existentes
de agregacién y ordenacion.



A. Agregacion

Las DoC-MF pueden combinarse mediante operadores
tipicos de la teoria de la decisiéon difusa, como la media
ponderada difusa, o el operador OWA (Ordered Weighted
Averaging) [10]. Dado que las funciones son representadas de
forma explicita mediante segmentos lineales, estas operaciones
pueden implementarse de forma eficiente a través de los -
cortes [1].

B. Comparacion y Ordenacion

El uso de DoC-MFs permite aplicar reglas de ordenacién
para seleccionar o priorizar alternativas. Se pueden emplear
métricas de distancia entre funciones difusas, reglas basadas
en ranking indices, como el centroide, el valor esperado, o los
ordenes admisibles [11].

IV. EJEMPLO DE CONSTRUCCION DE UNA DOC-MF

A continuacién se ilustra cémo construir una funcién
de pertenencia difusa (DoC-MF) para el término lingiiistico
aceptable en el contexto de un cierto criterio.

A. Construccion de la escala de valor

El conjunto de niveles lingiiisticos es: md (muy deficiente),
d (deficiente), a (aceptable), b (bueno) y mb (muy bueno).
Aplicando el Método de la Baraja de Cartas, el decisor
proporciona el nimero de tarjetas en blanco entre los niveles
adyacentes:

md [7] d [11] a [6] b [8] mb

A partir de esta informacién, el nimero total de unidades
ess” =7+114+6+8 = 32 y el valor de cada unidad es
¥ = é = 0.03125. Asi, los valores normalizados asociados a
cada nivel son:

e v(md) =0.00
v(d) =7-v=0.21875
v(a) =18 - = 0.5625
e v(b)=24-v=0.75
v(mb) = 1.00

B. Identificacion del niicleo y soporte

A través de la interaccion con el decisor, se establece el
nicleo de la funcién de pertenencia para aceptable en el
intervalo [0.5, 0.6]. El soporte completo se establece en [0.45,
0.80].

C. Modelado del tramo izquierdo y derecho

Al preguntar al decisor sobre el tramo izquierdo de la
funcién de pertencencia, tiene claro que sigue una tendencia
lineal. Sin embargo, al preguntar por el tramo derecho, siente
ciertos cambios de tendencia. Esta situacién se resuelve nue-
vamente mediante el Método de la Baraja asignando tarjetas
en blanco entre los puntos clave del intervalo [0.60, 0.80]. Se
obtienen los siguientes puntos de ruptura: (0.60, 1.00), (0.65,
0.81), (0.70, 0.45), (0.75, 0.18) y (0.80, 1.00).

D. Funcion de pertenencia resultante

La funcién DoC-MF para aceptable queda definida como:

0 if ¢ [0.45,0.80]
p(0:45.0).(0-50.1.00) () if o € [0.45,0.50]
1 if € [0.50,0.60]
r(0-60,1.00),(0-65,08D) () if 2 € [0.60, 0.65] .
z) if 2 €[0.65,0.70]
x) if x €]0.70,0.75]
) [ ]

if z € [0.75,0.80

)
1-(0.65,0.81),(0.70, 0.45)
1(0.70,0.45),(0.75,0.18)

)

(
(
(
7(0:75,0.18),(0.80,0.00) (5

donde 7(®?):(¢4) es 1a recta que une los puntos (a,b) y (c,d).
Obtenemos asi una funcién continua, lineal por tramos, que
refleja la percepcion del decisor sobre el término aceptable.

V. CONCLUSIONES

La metodologia propuesta permite la construccién de fun-
ciones de pertenencia personalizadas mediante un proceso
participativo. Al capturar la semdntica individual del decisor,
las DoC-MFs facilitan decisiones mds precisas y transparentes
en contextos complejos. Ademas, las funciones de pertenencia
obtenidas se pueden comparar y agregar eficientemente [1].
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Abstract—Este trabajo tiene como objetivo abordar la gen-
eracion automatica de modelos de decision difusos basados en
el conocimiento de expertos. Para lograrlo, se propone una
variante del Sistema de Inferencia Difusa de Takagi-Sugeno-Kang
(TSK FIS) y un marco metodoldgico capaz de generar modelos
de decision mediante un conjunto de parametros definidos por
expertos. El marco introduce un mecanismo de coocurrencia
de variables que captura interacciones, permitiendo a los ex-
pertos definir intuitivamente las relaciones entre variables. Este
mecanismo garantiza que el experto no necesite un conocimiento
profundo de la légica difusa. Para asegurar el correcto fun-
cionamiento, también se ha modificado el mecanismo de inferen-
cia, permitiendo que las reglas de decision produzcan resultados
robustos e interpretables mediante la obtencion acumulativa del
valor de salida.

Para probar la propuesta, se ha aplicado a un problema de
seleccion de armas en videojuegos por parte de los jugadores
segin su perfil. Los resultados experimentales han validado la
capacidad del sistema para generar modelos de decision que se
adaptan a los perfiles y objetivos especificos de los usuarios,
manteniendo tanto la precision como la interpretabilidad en la
toma de decisiones.

Dependiendo del niimero de variables y su coocurrencia, el
mecanismo puede generar un gran nimero de reglas. Para
mitigar este efecto, los trabajos futuros se centrarian en sim-
plificar el modelo mediante la fusion de reglas y la reduccion de
variables, actualizando los consecuentes en el proceso mientras se
preservan la precision, la robustez y la claridad. Ademas, cuando
se disponga de conjuntos de datos, se desarrollari un método
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de induccion completamente automatico para estos modelos de
decision, con el fin de ajustar los parametros en funcién de un
conjunto de datos de entrada.

Este trabajo es un resumen que describe el articulo “A
Framework for the Automatic Generation of Fuzzy Deci-
sion Models Based on Expert Knowledge to Support the
Decision-Making Process”, que se encuentra en fase de Re-
vision Menor en Applied Soft Computing. Se puede ver en
https://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=5009719.

Index Terms—KD-DSS, Fuzzy rules, Decision Models, TSK
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I. INTRODUCTION

Establishing trustworthiness in digital transactions is still a
significant challenge. Blockchain, a decentralized and secure
peer-to-peer network, addresses this issue through immutable
and transparent transaction records, which are validated by
network nodes using consensus algorithms such as Proof of
Work (PoW) [1], [2], Proof of Stake (PoS) [3], and Delegated
Proof of Stake (DPoS) [4], among others. PoW favors high-
computation nodes, leading to potential centralization, while
PoS—based on staked assets—struggles with subjective stake
perceptions and power imbalances. Both mechanisms lack eq-
uitable validator diversification, which is crucial for achieving
true decentralization and ensuring network security. In [5] we
have proposed Fuzzychain, a novel consensus mechanism that
leverages fuzzy set theory to improve stake-based validation by
using nodes stake and reputation, fostering greater inclusivity,
equity, and fairness in the selection of validators. The main
contributions of Fuzzychain are the following:

@ An innovative consensus algorithm for enabling stake selec-
tion through the soft association of a validator with multiple
fuzzy groups, rather than relying solely on the conventional
mean crisp value of the stake, as typically used in PoS.

@ A soft categorisation and reputation-based validator selec-
tion approach that ensures validators are chosen based on both
stake and reputation rather than solely on stake.

@ A function that models the behaviour of reputation is in-
corporated to enhance the consensus algorithm in the selection
phase.

@ A novel penalization mechanism where validators who
perform incorrect validations face a rapid decrease in their
reputation, while reputation recovery is harder and gradual.

II. RELATED WORK

Reputation-based mechanisms have emerged as promis-
ing solutions to mitigate centralization issues in consensus

algorithms. For example, [6] proposes a vote-based repu-
tation leader selection mechanism tailored for consortium
blockchains, while [7] introduces a reputation-weighted asyn-
chronous BFT protocol that incorporates filtering techniques.
[8] presents a hierarchical delegated Proof of Reputation
(hDPoR) model using multi-weight subjective logic, and [9]
enhances PoS by employing deep reinforcement learning for
dynamic reputation modeling. Variants of Proof of Reputation
(PoR), such as the tripartite evolutionary game model in
[10] and the Fair PoR framework based on variational neural
networks in [11], aim to achieve fairer validator selection.
Despite these advancements, most of these approaches rely
on rigid, “crisp” reputation metrics, which limit their ability
to capture the nature of stakeholder trust and perceptions.

III. FUZZYCHAIN: EQUITABLE CONSENSUS ALGORITHM

Our proposal introduces an equitable consensus algorithm
based on the proof of stake, reputation and fuzzy set theory
to validate and verify block transactions, thus giving rise to
the Fuzzychain. Moreover, our method can be adapted and ex-
tended to other consensus mechanisms that rely on stake-based
validator selection, such as DPoS, hybrid PoS/PoW system,
and other approaches that incorporate stake and reputation
in the validator selection process. The proposed equitable
consensus algorithm is composed by three phases: scaling,
selection and voting phase.

Scaling Phase: In this phase, the procedure involves scaling
a participant’s stake, denoted by the numerical value z, into
a set of fuzzy sets T = {T1,T5,T5, + ,Tn—2,Trn—1,Tn}
through the application of a membership function up(z), as
illustrated in Figure 1. The universe of discourse X = [I,7]
is partitioned into n uniformly spaced and distributed type-
1 fuzzy membership functions (T1-MFs), where each T1-MF
corresponds to a fuzzy set T; € T'. Subsequently, the numerical
value x of a participant’s stake is evaluated through the
membership function p7, (), which scale it to the appropriate



fuzzy set T; within the defined universe of discourse [I,r],
corresponding to the linguistic variable Participant’s stake.
The degree of membership is determined by identifying the
highest membership degree function (HMDF). At this point,
all stake values x; in the participant set have been scaled
into fuzzy sets T;, each assigned a linguistic label (Very Low,
Low, Moderate, among others), using the appropriate fuzzy
membership functions.

Degree of membership HMDF (x)

Tn—z Tn—l Tn

by (x)
U, (%)
t
l r
Participant’s stake
Fig. 1. The items x in the set of Participant’s stakes are scaled through the

fuzzy membership function ur, () into fuzzy sets Tj.

Selection phase: This phase aims to choose participants
t; from each fuzzy set T;. To achieve it, the phase involves
two selection algorithms (i) validator random selection and
(i) validator selection according to the reputation. The former
is an algorithm that randomly chooses the participants, and
the latter is then used to select participants based on their
reputation from each fuzzy set.

Each participant ¢; entering a specific fuzzy set starts
with an initial reputation set to 1 (maximum reputation).
Subsequently, their reputation may be maintained or decreased
depending upon their performance, i.e., success validation
(SV) or unsuccessful validation (UnSV) in their verification
tasks. To model the behaviour of the reputation when the
validator’s reputation differs from 1, the following function
is defined.

Definition 1: Let 1) be the decrease rate and let 7, € N be
the increase rate. If rep(¢;, j) is the reputation for the validator
t; in the round j, then rep(t;,j + 1) for the round j + 1 is
defined by

1 if t; isa SV

and rep(t;,j) =1
if t; isa SV

if t; is a UnSV

rep(ti,j+1) = ‘
rep(ti,j) + 7

rep(ti, j) —n

where 0 < rep(t;,j+1) < 1.

Voting phase: Once the validators have been selected from
each fuzzy set T; at the selection phase, every one of them
individually engages in the validation process and subse-
quently indicates whether the block should be accepted or
rejected. This phase involves a voting mechanism employed to
determine the block’s validity, wherein a consensus is reached
based on the majority of participants’ decisions. If the majority
indicates acceptance, the block is accepted; otherwise, it is

TABLE I
THIS TABLE SHOWS THE COMPARISON BETWEEN POW, P0S, DPoS,
PBFT, POR AND FUZZYCHAIN.

Consensus algorithms
Metrics PoW PoS DPoS PBFT PoR Fuzzychain
Gini 0.5992 | 0.4934 | 0.4126 | 0.5147 | 0.3728 0.1720
coefficient
Skewness 1.8855 | 1.5243 | 0.9630 | 1.5569 | 0.5201 0.2243
Kurtosis 3.3206 | 2.8247 | 1.3253 | 3.0123 | 0..6985 -1.7489

rejected. The sample spaces of the voting mechanism is
Q = {accepted, rejected}; there are no other possibilities.
The validators who won the vote will be considered successful,
that is if the majority indicates that the block is accepted or
rejected.

IV. RESULTS

This proposal includes two experiments. Experiment 1 fo-
cuses exclusively on evaluating the diversity of selection of
Fuzzychain showed in Figure 2. Experiment 2 is designed to
compare the proposed algorithm with other established con-
sensus mechanisms. Table I presents a comparative analysis
of PoW, PoS, DPoS, PBFT, PoR, and Fuzzychain. The Gini
coefficient is used to measure inequality within a distribution,
such as income levels. A Gini coefficient of 0 indicates perfect
equality, where all participants hold equal shares, while a
coefficient of 1 reflects maximum inequality, with all value
concentrated in a single participant. Skewness values near
zero indicate a more symmetrical and balanced distribution.
Furthermore, lower kurtosis suggests a reduced likelihood of
extreme values, indicating a more stable and evenly distributed
system.

E L u | === 400
- - = - 500
: i
| on " w3t g d
| ‘. - ]
al! gl . o

Lempumin e

Fig. 2. The figure despite five plots corresponds to the selection of validators
for each linguistic label in 100, 200, 300, 400 and 500 rounds..

V. CONCLUSION

This study introduces Fuzzychain, a novel consensus al-
gorithm that leverages fuzzy logic to model the stakes and
reputation of the validators. By doing so, it promotes more
equitable stake distribution, enhances transaction integrity,
and improves security by preventing the concentration of
control. Integrated with a reputation-based reward system,
Fuzzychain prioritizes reputable validators, thereby fostering
greater inclusivity, equity, and fairness in validator selection.
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Resumen—Se presenta un sistema de inferencia basado en
légica difusa para la toma de decisiones en un entorno de
videojuego (de recoleccion de frutas), diseiiado para evaluar la
motivacion en adolescentes sanos y con trastornos emocionales.
El sistema presenta un escenario en el que el jugador debe
tomar una serie de decisiones a partir de las que se calcula un
indicador emocional (estrés, apatia, ansiedad). Para ello se utiliza
un conjunto de variables iniciales cuya actualizacion determina
el perfil de juego tras cada accion. Estas variables definidas
mediante légica borrosa (energia, tiempo, premios conseguidos y
distancia) permiten definir un conjunto de reglas de inferencia
que modelan las acciones en el juego relacionando estas acciones
con una evaluacion de resultados. El sistema se ha implmentado
en lenguaje Python utilizando la biblioteca scikit-fuzzy, que
permite la derivacion de decisiones ponderadas en una escala
continua de 0 a 10. El sistema borroso se integra en el desarrollo
del videojuego para el estudio de problemas de comportamiento
en adolescentes con trastornos emocionales.

Index Terms—Légica difusa, toma de decisiones, motivacion,
inferencia borrosa, trastornos emocionales, videojuegos.

I. INTRODUCTION

Los sistemas de légica difusa han demostrado ser efica-
ces para representar un razonamiento humano aproximado,
especialmente en contextos donde la informacién es incierta,
imprecisa o subjetiva [2]-[4]. Este estudio presenta un pro-
blema de toma de decisiones en un entorno de videojuegos
desarrollado especificamente para medir la motivacién en
adolescentes con trastornos emocionales [1]. Los indicadores
utilizados para medir la motivacién se basan en las acciones
del usuario durante el juego, ponderando la decision tomada en
cada momento por el jugador. El videojuego se ha desarrollado
de forma especifica para el estudio y se describe en [5].
Béasicamente se trata de recolectar el maximo nuimero de
frutas posible en un tiempo y con una energia limitados. Las
frutas (objetivo) estdn distribuidas de forma que el jugador
tiene que tomar una decisiéon ponderable y penalizable. En el
articulo [5] también se propone una solucién difusa basada
en la 16gica que evalia multiples condiciones y produce una
decisién ponderada sobre el curso de la accién. El objetivo
es medir las emociones relacionadas con la motivacién, como
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la ansiedad y el estrés, y sus consecuencias en la toma de
decisiones a lo largo de un juego.

II. FUNDAMENTOS DEL SISTEMA

El uso de dispositivos inteligentes para monitorizar la reco-
gida de datos de comportamiento humano ha sido probado con
éxito (ver [6]) en el proyecto ACERTA [7] del que forma parte
este trabajo. Las variables utilizadas se describen en la Tabla I,
incluyendo tanto las variables de entrada como de salida, sus
rangos de valores, y las etiquetas linguisticas que representan
sus niveles. Asumiremos funciones trapezoidales al ser una
buena primera eleccion para las pruebas de concepto.

Tabla I

RELACION DE VARIABLES DEL SISTEMA
Tipo Variable Rango Etiquetas
Entrada | Energia 0-100% | Baja, Media, Alta
Entrada | Tiempo restante 0-10 Bajo, Medio, Alto
Entrada | Valor de la fruta 1-10 Bajo, Medio, Alto
Entrada | Distancia 0-10 Corta, Media, Larga
Salida Decision 0-10 No, Quizas, Yes

La salida numérica se interpreta de la siguiente manera:
= (0-3: No recolectar

= 4-6: Recoleccion dudosa

= 7-10: Recolectar

Los rangos de pertenencia trapezoidal para cada variable se
definen en Tabla II.

III. OBIJETIVO E IMPLEMENTACION

Durante el tiempo de juego, el jugador debe tomar la
decisiéon de desplazarse de un punto a otro en funcién de la
energia, el tiempo restante, de la distancia al objetivo y su
valor (valor de la fruta).

III-A.  Motor de légica difusa de Python

El sistema difuso se implementa usando la libreria
scikit-fuzzy que permite la creacion de variables difusas,
funciones de pertenencia y conjuntos de reglas. Se ejecuta un



Tabla II
RANGOS DE LAS FUNCIONES DE PERTENENCIA

Variable Etiqueta | Rango (a, b, ¢)
Energia (E) Baja (0, 0, 40)
Media (20, 50, 80)
Alta (60, 100, 100)
Tiempo restante (T) Bajo 0, 0, 4)
Medio (2.5, 8)
Alto (6, 10, 10)
Valor de la fruta (V) | Bajo 0, 0, 4)
Medio (2.5, 8)
Alto (6, 10, 10)
Distance (D) Corta 0, 0, 3)
Media 2,5,98)
Larga (6, 10, 10)
Decision (R) No 0, 0, 4)
Quizas 3,57
Yes (6, 10, 10)

caso de prueba estableciendo valores de entrada especificos y
computando la decisién de salida. Se definen las siguientes
reglas para modelizar un comportamiento esperado de un
jugador emocionalmente no sintomético:

= si E A T son bajos A D es larga, = R = No

= si E es media A V es alta A D es corta, = R = Yes

= Si E A T son altos A V es medio, = R = Yes

= Si E es media A T es bajo A V es bajo, = R = No

= Si E es baja A D es media A V es alta, = R = Maybe
= Si Eesalta ADeslarga A V es alta, = R = Yes

= Si E A T son medios A V es medio,= R = Maybe
Esta especificacion, permite la implementacién del modelo

y la simulacién de casos. La Tabla III muestra un ejemplo de
simulacion.

Tabla III
VALORES DE ENTRADA PARA LA SIMULACION
Variable Valor | Etiqueta
Energia 55 Media
Tiempo restante | 6 Medio-Alto
Valor de la fruta | 7 Medio-Alto
Distancia 2 Baja-Media

IV. RESULTADOS

Al ejecutar el cédigo se obtienen los resultados de la Figura
1, donde se discretiza la decisién de recoger la fruta (yes o
no) entre los valores 0 a 10. Sobre la base del valor resultante,
ligeramente por encima de 6, el sistema sittia la decisién dentro
del rango Maybe, lo que sugiere que en el juego simulado,
la recoleccién de la fruta parece beneficiosa pero con cierta
incertidumbre. Por lo tanto, el jugador puede decidir recogerlo
si no hay riesgos o si no hay mejores opciones..

Si revisamos los resultados por las variables de energia (E),
tiempo (T) y valor de la fruta (V) se puede ver cémo cada
variable de entrada influye en la decisién final mediante su
grado de pertenencia en las respectivas funciones difusas. La
energia (55) se sitda dentro del rango “media” aportando una
base aceptable pero no 6ptima para la accion. El valor de la
fruta (7) se ubica entre las categorias “medio” y “alto”, lo que

Figura 1. Resultados de la simulacién.

incrementa su atractivo y refuerza parcialmente la decision de
recolectar. Por su parte, el tiempo restante (6) se encuentra en
una zona limitrofe entre “medio” y “alto”, lo cual contribuye
a una sensacion de oportunidad, aunque no sin reservas.

V. CONCLUSIONES

Se presenta un sistema de toma de decisiones de ldgica
difusa cuyo propdsito es evaluar la motivacién a través del uso
un videojuego y variables de entrada definidas con términos
lingiifsticos. Un conjunto de reglas de inferencia modela un
comportamiento esperado, resultando en una decision de salida
ponderada en una escala de 0 a 10. Se muestra un caso de
prueba simulado, con valores especificos, que retorna un valor
ligeramente superior a 6, situando la decisién en el rango
“Maybe”. Esto demuestra la capacidad del sistema para asistir
en decisiones bajo incertidumbre. Se concluye que el sistema
propuesto es una herramienta eficaz, adaptable y transparen-
te para analizar comportamientos del jugador en escenarios
inciertos, siendo integrable en el estudio de problemas de
comportamiento en adolescentes con trastornos emocionales.
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Abstract—This is a summary of our article published in IEEE
Transaction on Fuzzy Systems [1]. This article proposes a novel
multiattribute three-way group decision making method dealing
with comparative linguistic expressions (CLEs) and a person-
alized numerical scale computation model to handle different
interpretations of CLEs.

Index Terms—Comparative linguistic expression, computing
with words, group decision making, personalized numerical scale,
three-way decision

I. INTRODUCTION

Real-world decision-making problems are defined in chang-
ing contexts in which uncertainty and vagueness are quite
common. In these situations, the use of linguistic information
has provided successful results such as, in medical diagnosis,
risk evaluation, or strategic planning. To address the cognitive
alignment between human judgment and computational mod-
els, recent research has turned to linguistic group decision-
making techniques and the broader framework of Computing
with Words (CWW). One such approach is Three-Way Deci-
sion (3WD) theory [2], which extends classical binary decision
frameworks by introducing a third option: noncommitment.
This structure provides a more nuanced mechanism for rea-
soning under uncertainty, acknowledging that sometimes the
most rational action is to delay decision-making until further
information becomes available.

Despite its potential, traditional 3WD models have several
limitations. Most notably, they deal with single linguistic terms
to model experts’ preferences, and fail to capture the inherent
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subjectivity of linguistic assessments -what one expert con-
siders “moderate” may be perceived by another as “severe”.
To overcome these limitations, this article proposes a novel
Three-Way Group Decision-Making (3WGDM) model that
deals with Comparative Linguistic Expressions (CLEs) [3] and
Personalized Numerical Scales (PNS) [4].

CLEs enhance expressiveness by enabling experts to provide
evaluations such as‘““greater than moderate” or “between mild
and severe”, which are more natural in human reasoning than
single linguistic terms. However, these expressions can be
interpreted differently by different experts. To cope with these
situations the PNS introduces a method for quantifying CLEs
in a way that reflects individual cognitive differences. This
allows linguistic terms to be mapped to numerical values based
on personal interpretation, thus preserving subjectivity while
enabling computation.

Additionally, the framework addresses experts’ influence by
embedding social trust dynamics into the decision process. In
traditional GDM, experts’ opinions are often weighted, since
the 3WGDM model proposes a 3WD-based social network
where experts’ weights are determined by trust relationships
using in-degree and out-degree centrality indices. Experts that
are widely trusted (high in-degree) receive greater influence,
whereas those who distribute trust liberally (high out-degree)
are weighted less. Moreover, the model introduces a third trust
category, noncommitment, aligning again with 3WD’s core
philosophy.

The CLE-3WGDM model consists of the following main
phases:

1) Preclassification based on predecision: Experts pro-

vide preliminary judgments based on their own observa-



tion on alternatives, that is called predecisions, and they
have influence over the final decisions. Based on such
predecisions, alternatives are classified into categories.
The way to obtain the categories from predecisions can
be various, and the number of categories can be also
different.

CLEs to hesitant fuzzy linguistic term sets (HFLTSs)
transformation: Experts elicitate their assessments
on alternatives with regards to attributes by using
CLEs. These linguistic expressions are transformed into
HFLTSs by a transformation function [3], to facilitate
the CWW processes.

PNS computation: An optimization model is used to
derive personalized numerical values for the linguistic
terms, based on each expert’s predecisions and clas-
sification tendencies. Thus, the PNS of CLEs can be
obtained from the PNS of the linguistic terms.
Attribute weight computation: A new optimization
model is introduced to compute the attributes weights.
This model uses the entropy of the HFLTS to measure
the uncertainty contained in the linguistic terms, and the
distance measure of the HFLTS to obtain the difference
of CLEs.

Experts weight computation: Expert weights are de-
termined from a 3WD-informed social trust network. It
can be graphically presented, in which experts are shown
by points, and trust relationships are reflected by edges.
Therefore, the number of edges is used to distinguish
trust attitudes among experts, where arrows represent
the trust direction among experts. The expert who has
a higher in-degree is more important in the social trust
network and the expert who has a higher out-degree is
less important. There are 3 kinds of trust relationships
between experts:

2)

3)

4)

5)

e Case A: absolute trust.

o Case B: not sure trust or not, delay to determine the
trust situation.

e Case C: absolute distrust.

This classification follows the idea of 3WD, where case
A is related to the strategy of “accept”, case B is related
to “noncomminment” and case C is related to “reject”.
Loss function transformation: The CLEs are translated
into relative loss functions, accounting for PNS. To
do so, the method presented by Jia and Liu [5] is
extended to generate the relative loss functions from the
assessments regarding the attributes.

Final decision-making: Using an extended TODIM
method [6] to deal with CLEs based on PNS, the
conditional probabilities are obtained. Finally, decisions
are made according to 3WD’s tripartite classification.

6)

7

A case study based on traditional chinese medicine is used
to show the effectiveness and robustness of the proposed
3WGDM method. It consists of nine patients that show
symptoms potentially indicative of “deficiency-cold of spleen
and stomach”. Five experts assessed the patients based on
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4 attributes: fatigue, appetite, cold intolerance, and loose
stools. CLEs are used to express the symptom severity, and
experts’ trust relationships form a social network for influence
weighting. The model successfully classified patients into three
categories: (i) those recommended for treatment, (ii) those not
recommended, and (iii) those requiring further observation.
Importantly, the results were consistent with known diagnostic
standards and expert consensus, demonstrating the effective-
ness of the model.

A comparative analysis has been also introduced to compare
the proposed model with other existing ones taking into
account the following features:

« How determinate attributes weights.
« How determinate experts weights.
o How to compute conditional probability.

Moreover, the proposed 3WDGDM model is the only one
that deal with linguistic expressions more flexible than sin-
gle linguistic terms and considers personalized semantics in
comparison with the others.

II. CONCLUSIONS

This approach introduces a novel 3WGDM framework that
integrates CLEs and PNS, expanding the capacity of existing
3WD models to handle uncertainty and linguistic semantics.
By embedding personal semantic interpretation and social trust
dynamics into the decision process, the framework signif-
icantly improves both the flexibility and realism of group
evaluations. Its application in traditional chinese medicine
highlights its capacity to replicate complex expert reasoning
and adapt to high-uncertainty domains. The inclusion of a
social trust network further refines expert influence, ensuring
that decision outputs are not only technically sound but also
socially grounded.
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Abstract—Con el avance de la economia circular y los objetivos
de neutralidad de carbono, proyectos de Internet de la Energia
(IE) desempeiian un papel fundamental en la promocion de la
transformacion ecolégica de los sistemas industriales. Teniendo en
cuenta la incertidumbre, imprecision y subjetividad involucradas
en la evaluacion de estos proyectos, este trabajo propone un nuevo
marco de Toma de Decisiones Multicriterio (MCDM) que integra
Expresiones Lingiiisticas Flexibles (FLEs), modelos de nube y
Conjuntos Nube Aproximados Multigranulares (MGCRS). Este
enfoque convierte la informacion lingiiistica discreta en datos
continuos mediante modelos de nube y permite una clasificacion
estable a través de aproximaciones multigranulares. Para validar
la precision, robustez y aplicabilidad del método, se usa un caso
de estudio con cuatro proyectos. Los resultados muestran que
la propuesta proporciona ayuda en la evaluacion y seleccion de
proyectos energéticos, siendo especialmente ttil para escenarios
complejos como la economia circular, la gestion energética y la
toma de decisiones sostenible.

Index Terms—Toma de decisiones multicriterio, Economia
circular, Internet de la Energia.

I. INTRODUCCION

En el contexto de neutralidad de carbono y desarrollo
sostenible, los sistemas industriales estdn en proceso de tran-
sicién hacia una economia circular. La IE desempefia un papel
vital en esta transformacidn. Al integrar redes inteligentes, en-
ergia distribuida y anélisis de datos en tiempo real, la IE ofrece
soluciones energéticas verdes que optimizan los flujos de
energia y reducen el desperdicio. El concepto de IE estd alin-
eado con los objetivos estratégicos de innovacidn ecoldgica,
eficiencia energética y transformacion digital. Iniciativas como
la Interconexién Energética Global (GEI) y los marcos es-
tratégicos introducidos por organismos internacionales como
el Instituto de Ingenieros Eléctricos y Electrénicos (IEEE)
y el Instituto Nacional de Estdndares y Tecnologia (NIST),
han establecido una base sélida para la estandarizacién y
la implementacion prictica. Paises como China, Japén y los
estados miembros de la Unién Europea estin impulsando
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activamente proyectos de IE como componentes integrales de
sus estrategias de desarrollo bajas en carbono.

Sin embargo, aunque los sistemas técnicos y de es-
tandarizacion de la IE se han desarrollado adecuadamente,
la evaluacion sistemdtica de esos proyectos sigue siendo un
desafio. Los enfoques tradicionales a menudo resultan insufi-
cientes, debido a la complejidad de estos sistemas, que involu-
cran varias partes interesadas, distintas tecnologias y objetivos
heterogéneos. La subjetividad de los juicios de los expertos,
combinada con la ambigiiedad en las evaluaciones lingiiisticas,
complica atin mas la toma de decisiones. Para facilitar estas
evaluaciones se han usado con éxito las FLEs, especialmente
en escenarios complejos como la evaluacion de proyectos de
IE, donde a menudo no se dispone de entradas numéricas
precisas o no son apropiadas. Sin embargo, la investigacion
existente sobre FLEs se centra principalmente en la normal-
izacién simbdlica o el mapeo cualitativo de términos, lo que
tiende a ignorar la continuidad de la semadntica lingiiistica y
limita el potencial para un andlisis cuantitativo mds profundo.
Por otro lado, los métodos clasicos de Conjuntos Aproximados
Multigranulares (MGRS) suelen estar disefiados para entornos
de datos discretos y se enfrentan a desafios significativos al
tratar con la naturaleza difusa, continua o probabilistica de la
informacién que tipicamente se encuentra en las evaluaciones
de proyectos de IE.

Para superar estas limitaciones, en [1] se propone un marco
MCDM integrado que combina FLEs y MGCRS. Este enfoque
hibrido permite la transformacién de términos lingiiisticos
discretos en representaciones continuas mediante modelos de
nube y facilita una toma de decisiones estable y flexible
con varias granularidades. Asi ayuda a completar un vacio
metodolégico importante en la evaluacién de proyectos en-
ergéticos y la planificacién de politicas en el contexto de la
economia circular.



II. DESCRIPCION DE LA PROPUESTA

El marco propuesto se compone de tres médulos clave que
se describen a continuacion:

1. Se construye un sistema de indicadores para evaluar
proyectos de IE en sus dimensiones de madurez tecnoldgica,
integracién de energia verde y beneficios socioecondmicos.
Con el fin de garantizar su relevancia y exhaustividad, es-
tas dimensiones se desglosan en diez criterios especificos,
seleccionados a partir de una revision de la literatura y
consultas con expertos. El marco proporciona la base para
recopilar juicios de expertos y asegurar la coherencia en las
comparaciones entre proyectos.

2. Se emplea una escala lingiiistica flexible de 7 niveles
para reflejar las opiniones de los expertos de una manera
mas natural e interpretable. Estos términos lingiiisticos son
difusos e inciertos, por lo que no son adecuados para un proce-
samiento numérico directo. Para abordarlo, el marco introduce
un mecanismo de transformacién basado en modelos de nube,
donde cada término lingiiistico se mapea a un modelo de nube
caracterizado por los parametros: valor esperado, entropia
e hiperentropia. Esto permite una representacién continua y
probabilistica de las opiniones de los expertos, preservando
eficazmente la incertidumbre e imprecision inherentes a eval-
uaciones lingiiisticas.

3. Para realizar el razonamiento y clasificacién se utiliza
el modelo MGCRS. Este método opera con varios niveles de
granularidad ofreciendo la flexibilidad de simular diferentes
perspectivas cognitivas. Para cada nivel se establecen conjun-
tos de aproximacién superior e inferior bajo actitudes tanto
optimistas como pesimistas, capturando asi una amplia gama
de comportamientos de toma de decisiones. A continuacion
se calculan los valores esperados a partir de los modelos de
nube bajo cada escenario de aproximacién, y se obtiene una
clasificaciéon global.

Este método integrado y multinivel permite la fusién de
evaluaciones de expertos subjetivas y maneja eficazmente tanto
datos lingiifsticos discretos como continuos. Al combinar el
modelado lingiifstico con el razonamiento granular, el marco
es capaz de ofrecer resultados de evaluacion robustos y adapt-
ables, lo que lo hace especialmente adecuado para entornos
de toma de decisiones complejos e inciertos, como los que
caracterizan a los proyectos de IE.

III. CASE DE ESTUDIO Y RESULTADOS

Se 1llevé a cabo un caso de estudio con cuatro proyectos
de IE en la regién Beijing-Tianjin-Hebei de China: Proyecto
de demostracion de energia inteligente en Binhai (Tianjin),
zona de demostracién de energia renovable en Zhangjiakou,
proyecto piloto de IE en la ciudad de la ciencia del futuro de
Beijing y sistema energético integrado del parque industrial de
Tangshan.

Los expertos evaluaron estos proyectos en dimensiones
como la madurez tecnoldgica, la integracién de energia verde
y los beneficios globales. Las evaluaciones se procesaron
mediante el marco propuesto para establecer un modelo de
clasificacion comprensivo. Los resultados muestran que el
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proyecto de Beijing ocupa el primer lugar debido a su fortaleza
en integraciéon de multiples fuentes de energia y gestion
inteligente, seguido por los de Zhangjiakou y Tangshan. El
proyecto de Tianjin ocupa el dltimo lugar debido a su inte-
gracion y flexibilidad relativamente limitadas.

Para evaluar la robustez del modelo, los resultados se
compararon con los obtenidos mediante métodos clasicos de
MCDM como TOPSIS y VIKOR. La alta consistencia entre
los métodos confirma la fiabilidad y generalizacién de la
propuesta. Ademads, el andlisis de sensibilidad demostré que
los cambios en la granularidad lingiiistica o en la configuracion
de los pesos tienen un impacto minimo en los resultados, lo
que valida ain mas la robustez del modelo en entornos de
evaluacién complejos y difusos. Por todo ello se confirma la
validez cientifica y el valor prictico de la propuesta para la
formulacién de politicas y la priorizacién de proyectos.

IV. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

Este articulo presenta un novedoso marco de MCDM para
la evaluacion de proyectos de IE, integrando expresiones
lingtiisticas flexibles, modelado de nubes y teoria de conjuntos
aproximados multigranulares. El método aborda eficazmente
los desafios relacionados con la incertidumbre, la informacién
incompleta y las evaluaciones subjetivas, transformando en-
tradas lingiiisticas discretas en datos en la nube continuos
y elaborando razonamientos aproximados a través de varios
niveles de granularidad.

Los resultados de los casos de uso demuestran el rigor
cientifico, la viabilidad y la robustez del método. No solo
captura las preferencias de los expertos y las caracteristicas de
los proyectos, sino que también muestra un alto rendimiento
en términos de consistencia y sensibilidad, lo que lo hace
realmente aplicable. En comparacién con los enfoques tradi-
cionales, este método mejora la integracién de informacién
cualitativa y cuantitativa, y es especialmente adecuado para
evaluar proyectos complejos en el contexto de economia
circular, transicién energética y desarrollos bajos en carbono.

En trabajos futuros se podria extender con evaluaciones
dindmicas o con mdltiples etapas, incorporando métricas rela-
cionadas con la sostenibilidad y la gobernanza o modelos de
precios del carbono, e integrar algoritmos inteligentes para
mejorar la agregacion de las opiniones de los expertos.
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Abstract—Este trabajo es un resumen de un articulo en desa- o Implementacién de una estructura de comunicacién efi-
rrollo en el que se propone un nuevo modelo de consenso basado ciente y segura a través de la utilizacién de la tecnologia

en computacion granular que incorpora el uso de la tecnologia
blockchain para fomentar la confianza entre los participantes
que intervienen en problemas de toma de decision en grupo

blockchain. Dentro de esta estructura de comunicacion, la
identidad de cada participante, asi como sus respectivas

definidos en ambientes difusos. El modelo introduce una estruc- opiniones, permanecen confidenciales para los demds
tura de comunicacién segura y eficiente basada en blockchain que mediante el empleo de contratos inteligentes. Esto ayuda
esta disefiada para minimizar las interacciones, generalmente a salvaguardar a los participantes contra las «pérdidas» y,

sesgadas, entre los participantes. El modelo incorpora ademas
un mecanismo de creaciéon de confianza, basado también en
blockchain, que anima a los participantes a reconsiderar y, poten-

en consecuencia, fomenta la colaboracién para alcanzar
un acuerdo. Esto permite eliminar las influencias internas

cialmente, modificar sus opiniones. A diferencia de modelos de en el grupo, como, por ejemplo, el pensamiento y la
consenso anteriores, no se basa en la propagacién de la confianza, presion del grupo [2], que podrian afectar a las opiniones
mejorando asi la eficiencia computacional en el establecimiento individuales. Este marco permite también modelar las

de esta entre los participantes. Esto permite llegar a un consenso
de forma mas rapida. Los resultados obtenidos corroboran la
validez, eficacia y aplicabilidad practica de este nuevo modelo de

interacciones entre los participantes sin tener en cuenta
la similitud de sus opiniones.

consenso. e Desarrollo de un mecanismo de creacion de confianza

Index Terms—Blockchain, confianza, consenso, computacién dentro de la estructura de comunicacién anterior que no

granular, toma de decisién en grupo difusa. depende de un proceso de propagacién de la confianza,

sino que también se basa en la tecnologia blockchain.

I. PROPUESTA Al eliminar la restriccién de requerir opiniones similares

Para mejorar los modelos de consenso existentes en la para generar confianza, el mecanismo de creacién de con-

literatura que utilizan el concepto de granularidad de la infor- fianza propuesto mejora significativamente la confianza

macion, este estudio presenta un modelo de consenso granular entre los participantes y los gufa mds eficazmente hacia
que, por un lado, considera la voluntad de los participantes en una solucién de consenso.

un problema de toma de decisiones en grupo de aceptar o re-
chazar las modificaciones propuestas y, por otro, incorpora un La Figura 1 muestra el esquema del modelo propuesto.

mecanismo de creacion de confianza basado en la tecnologia Los participantes comparten sus opiniones iniciales mediante
blockchain [1]. Asumiendo relaciones de preferencia difusas relaciones de preferencia difusas. A continuacion, se calculan
para modelar las opiniones de los participantes, este objetivo los niveles iniciales de confianza, una matriz social y la
general da lugar a las siguientes contribuciones especificas: importancia asignada a cada participante. Posteriormente, de

las relaciones de preferencia difusas dadas por los participantes

Esta publicacién es parte del proyecto de I+D+i PID2022-1392970B- o derivan las medidas de consenso y de consistencia. En los
100, financiado por MICIU/AEI/10.13039/501100011033 y por FEDER/UE. | iof: . iterio d d
También se ha realizado gracias a la ayuda PREP2022-000352 financiada por casos en los que no se satistace un cierto criterio de parada,

MICIU/AEI/10.13039/501100011033. el moderador transmite a cada participante las modificaciones
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Fig. 1. Esquema del modelo de consenso propuesto.

necesarias en sus opiniones. Para ello, se asigna un nivel de
granularidad de la informacién para generar los nuevos grados
de preferencia que deben proporcionar los participantes para
mejorar el consenso y la consistencia con la minima pérdida
de informacién posible. A continuacién, se encomienda a
los participantes la tarea de decidir si aceptan o rechazan
estos cambios recomendados, influidos por factores como
su confianza en el grupo, asi como sus motivos externos e
internos de traicion. Es importante recordar que los individuos
comunican sus decisiones de forma andénima a través de una
estructura de comunicacién segura basada en la tecnologia
blockchain y sus contratos inteligentes asociados. Se incluye
también un mecanismo de creaciéon de confianza, basado en
la tecnologia blockchain, que aumenta significativamente la
confianza entre los participantes, guidndolos de manera mas
eficaz hacia una solucién consensuada. Este proceso iterativo
continda hasta que el grupo alcanza un umbral minimo de
satisfaccién predefinido o se supera un nimero maximo de
rondas de negociacion, los cuales componen el criterio de
parada. Cuando se cumple, el proceso finaliza y se obtiene
la solucién al problema segun las relaciones de preferencia
difusas dadas por los participantes.

Para ilustrar la esencia del modelo propuesto, asi como su
flexibilidad y rendimiento, se han realizado diversos estudios
experimentales y se ha efectuado un andlisis comparativo. Los
estudios experimentales realizados han corroborado la validez
de la propuesta, al tiempo que han demostrado la eficacia de
esta a la hora de fomentar el consenso y mejorar la consistencia
de los participantes en sus opiniones, asi como que el modelo
propuesto es escalable y puede tratar eficazmente problemas
de toma de decisiones en grupo de gran escala. Si se observa
la Tabla I, se comprueba que el modelo de consenso basado
en computacién granular propuesto presenta una clara ventaja
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TABLE I
NUMERO MEDIO DE RONDAS DE NEGOCIACION PARA ALCANZAR EL
CONSENSO Y LA CONSISTENCIA

#Participantes 20 40 60 80 100
Modelo propuesto 9.9 10.7 11.2 13.3 16.1
Modelo granular de [4] 13.2 189 294 456 76.5
Modelo granular de [3] 15.7 23.7 389 61.5 98.8

sobre los modelos granulares propuestos en [3] y [4], ya que,
en media, necesita un menor nimero de rondas de negociacion
para llegar a un consenso y mejorar la consistencia. Aunque
el modelo presentado en [4] se basa en una distribucién no
uniforme de la granularidad de la informacién—Io cual se ha
demostrado que obtiene mejor resultados que una distribucién
uniforme en términos de obtencién de consenso—el modelo
propuesto reduce de forma efectiva las rondas de negociacion
gracias a la implementacién de mecanismos basados en la
tecnologia blockchain. Adicionalmente, la robustez del modelo
propuesto se incrementa con un mayor numero de partici-
pantes, posibilitando converger de forma mds rdpida a los
niveles de consenso y consistencia deseados. Por el contrario,
los modelos granulares existentes encuentran dificultades para
alcanzar esta convergencia.

Como extensién de este modelo de consenso, se propone
su integracién con el paradigma de la inteligencia artificial
explicable [6]. En la mayoria de los modelos de toma de deci-
siones en grupo, el mecanismo que subyace detrds del proceso
de decision no estd claro, lo que da lugar a que se vea como
una «caja negra», donde es imposible saber el razonamiento
seguido para llegar a un cierto resultado (decisién). Por tanto,
para construir modelos de toma de decisiones en grupo cuyos
resultados sean comprensibles por sus usuarios, el paradigma
de la inteligencia artificial explicable deberia integrarse en
estos modelos. Esto no solo informaria a los participantes
sobre la mejor decision, sino también sobre las razones y los
criterios empleados para llegar a esa conclusion.
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Abstract—Los modelos tradicionales de toma de decisiones en
grupo han utilizado con frecuencia herramientas de inteligencia
artificial, como la logica difusa, para actuar como moderadores
entre miltiples expertos humanos encargados de seleccionar la
mejor opcion entre un conjunto de alternativas. Estos modelos
facilitaban el consenso al interpretar e integrar diversas opiniones
expertas. Sin embargo, la aparicion de modelos generativos de
inteligencia artificial introduce un nuevo desafio: como integrar
estos modelos avanzados como participantes activos en el grupo
de decision, junto a los expertos humanos. Este articulo propone
un nuevo marco hibrido de consenso que integra modelos
generativos de lenguaje de gran escala como contribuyentes
clave en el proceso de negociacion. Aprovechando las fortalezas
tnicas tanto de la experiencia humana como de los conocimientos
impulsados por la inteligencia artificial, nuestro modelo tiene
como objetivo mejorar la solidez y la eficiencia de la toma de
decisiones en grupo. Exploramos métodos para integrar eficaz-
mente los modelos generativos, abordando los posibles sesgos
y garantizando una colaboracion coherente entre participantes
humanos y de IA.

Este articulo ha sido presentado en “The Hawaii International
Conference on System Sciences (HICSS)” que tuvo lugar en
Hawaii, Estados unidos, en Enero de 2025 [1]. Dicha conferencia
esta clasificada como rating A en el GII-GRIN-SCIE (GGS)
Conference Rating.

I. INTRODUCCION

La toma de decisiones en grupo (TDG) es un proceso
complejo que implica integrar opiniones y conocimientos
diversos para alcanzar un consenso.

Los enfoques tradicionales de toma de decisiones en grupo
a menudo presentan dificultades para gestionar eficazmente
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las distintas perspectivas y garantizar que todas las voces
sean adecuadamente consideradas, lo que puede derivar en
conflictos y resultados no 6ptimos.

La l6gica difusa es una herramienta valiosa de la inteligen-
cia artificial (IA) para apoyar la toma de decisiones en grupo,
al modelar el concepto de consenso suave. Este enfoque
permite también representar los conceptos de incertidumbre y
de verdad parcial inherentes a las opiniones y juicios humanos.
Los sistemas basados en légica difusa pueden agregar estas
aportaciones matizadas para facilitar un proceso de consenso
mads flexible e inclusivo, sirviendo de puente entre las reglas de
decision estrictas y la complejidad del razonamiento humano.

La aparicién de los modelos generativos de lenguaje de
gran escala (LLMs) ofrece una nueva dimension para mejorar
los marcos de toma de decisiones en grupo. Por un lado,
estas nuevas herramientas de IA pueden emplearse como com-
plemento a los modelos tradicionales de toma de decisiones
en grupo, enriqueciéndolos con capacidades como el proce-
samiento del lenguaje natural y el andlisis de sentimientos, que
permiten un tratamiento mds profundo de las preferencias de
los expertos. Algunos autores utilizan analisis de sentimientos
y modelos generativos para analizar el comportamiento de los
expertos durante el debate, midiendo el nivel de positividad y
agresividad de sus comentarios, y empledndolo posteriormente
para ajustar el peso de sus valoraciones.

Por otro lado, gracias a sus avanzadas capacidades de
comprension y generacion del lenguaje natural, los modelos
generativos de lenguaje pueden actuar como participantes
sofisticados en el proceso de consenso. Al integrar los LLMs
como contribuyentes activos, es posible crear un modelo
hibrido en el que tanto los expertos humanos como estos
agentes artificiales colaboren activamente en la toma de de-
cisiones.



II. RAZONAMIENTO Y DEBATE CON LLMS

Los modelos preentrenados de gran tamafio exhiben dis-
tintas capacidades debido a la diversidad de sus datos de
entrenamiento y variaciones en su arquitectura. Por ejemplo,
la técnica del “Mixture of Experts”, un método popular de
aprendizaje mediante ensamblado, entrena multiples modelos
pequeiios y especializados para aumentar la robustez y la
precision de los resultados.

En el caso de uso de los modelos de lenguaje como expertos,
la técnica “Self-Consistency” genera multiples caminos de
razonamiento utilizando “Chain-of-Thought” (CoT) y selec-
ciona la respuesta mds consistente como salida final. Otros
autores proponen “LLM-Blender”, un método para clasificar
y combinar salidas de diferentes modelos.

Los avances en LLMs han catalizado el desarrollo de
técnicas sofisticadas de “prompting” y “fine tuning” para
abordar problemas de razonamiento. Aunque obtener razon-
amientos de un Unico agente resulta prometedor, estd limitado
por la falta de diversidad en los puntos de vista.

A diferencia de estos enfoques, otros autores analizan la
comunicacién mediante explicaciones entre diferentes agentes
LLM vy su capacidad para debatir y persuadirse mutuamente
con el fin de mejorar el razonamiento colectivo. De esta
forma, se presenta un marco llamado ReConcile, disefiado
para potenciar las capacidades de razonamiento de los LLMs
mediante una “mesa redonda” entre diferentes agentes LLM.
ver figura 1.

ReConcile
(Group-Discuss-and-Convince)

Self-Refine '
yes /2N no :
& no | (Convincing Sampies )

Question (Q):
Is an ammonia fighting cleaner

Multi-Agent good for pet owners?

Debate (MAD)
yes 2 N no

& o
MAD+udge E) :

Human Explanation (Exp):
Ammonia is a component in pet
urine. It has an unpleasant odor.

)
& chatGpT
& Bard

&5 Claude o

Gold Answer: Yes

e o i :
/ l i Yes, with 95% No, with 50% | (40% no, 50% no, 95% yes)
confidence confidence
Fig. 1. Resumen de los trabajos previos

III. ARQUITECTURA DEL MARCO Y FLUJO DEL PROCESO

A. Arguitectura del marco

Como orquestador principal de la arquitectura propuesta,
se considera el uso de LangChain. Este framework de cédigo
abierto nos proporciona una infraestructura flexible y escalable
que simplifica el despliegue y la coordinacién de miiltiples
modelos de TA. Su arquitectura modular permite la integracién
fluida de diferentes LLMs, facilitando la experimentacién con
distintos conjuntos de modelos para determinar las combina-
ciones mds efectivas.

Ademas, el solido soporte de LangChain para el proce-
samiento y la comprension del lenguaje natural permite desar-
rollar protocolos de comunicacién sofisticados entre agentes
de IA y participantes humanos. Esto incrementa la coherencia
y efectividad general del proceso de toma de decisiones. Al
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aprovechar las ventajas de LangChain, nuestro sistema puede
combinar eficazmente las fortalezas tanto de la inteligencia
artificial como del conocimiento humano, garantizando un
enfoque mas robusto y dindmico para intentar garantizar el
consenso.

B. Flujo del proceso

Entrada: Conjunto de alternativas {Altq, Alts, ...,

y criterios {Crity, Crita, ..., Crit,}

. Salida: Alternativas finales seleccionadas { Altseiccted }

: Revision inicial:

: for cada alternativa Alt; do

Expertos humanos: Asignar la alternativa Alt; a un

subconjunto de expertos humanos

Cada experto revisa Alt; y proporciona sus puntua-

ciones iniciales y comentarios adicionales

LLMs: Usar LangChain para revisar Alt; conectando

con diferentes modelos preentrenados mediante APIs

Los LLMs proporcionan una valoracién preliminar te-

niendo en cuenta los distintos criterios

: end for

10: Procesamiento preliminar de preferencias:

11: Combinar las puntuaciones y comentarios de los expertos
humanos y los LLMs

: Normalizar puntuaciones y comprobar consistencia

13: Identificar sesgos en las evaluaciones de los LLMs

14: Comprobar el nivel de consenso

15: Proceso de consenso:

16: repeat

17:  Fase de deliberacién: Realizar una reunién virtual con
expertos humanos y LLMs
Los expertos discuten sus opiniones y los LLMs aportan
conocimientos adicionales
Negociacion y reevaluacion: Se pide a los expertos y
LLMs que reevalden las alternativas en base a nuevos
criterios o perspectivas
Reevaluar alternativas segin los nuevos datos
Combinar las nuevas puntuaciones y comentarios
Normalizar las puntuaciones, comprobar consistencia y
abordar nuevos posibles sesgos

until se alcance el nivel de consenso requerido o se

complete un nimero predeterminado de iteraciones

Proceso de Seleccion final:

Sintetizar las recomendaciones combinadas de expertos

humanos y LLMs

Clasificar las alternativas segtn las puntuaciones finales

Revisién final para verificar coherencia y alineacién con

los criterios de decision

Salida: Lista de alternativas seleccionadas { Altseiected

1: Altn}

W N

“w A

18:

19:

20:
21:
22:

23:

24:
25:

26:
27:

28:
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Resumen—Presentamos un modelo de inteligencia artificial
orientado a reducir la experimentacion animal en toxicologia.
ChenseNet121 es una arquitectura profunda multimodal capaz de
predecir la toxicidad aguda oral (LD50) de compuestos quimicos,
integrando informacion estructural y funcional procedente de
diversas representaciones moleculares. La arquitectura alcan-
za una precision competitiva en una comparativa completa,
mediante una clasificacion post hoc, identificar sustancias de
bajo riesgo con alta confianza, contribuyendo asi a reemplazar
ensayos in vivo innecesarios. El modelo esta listo para validacién
experimental en laboratorio, a falta inicamente de una interfaz
de usuario accesible.

Index Terms—Toxicologia computacional, LD50, aprendizaje
profundo, multimodalidad, reduccion de experimentacion animal.

I. INTRODUCCION

El test de toxicidad aguda oral (LD50) es una de las pruebas
mds comunes y controvertidas de la toxicologia reglamentaria,
tradicionalmente realizada con animales de laboratorio [1].
Cada nuevo pesticida, por ejemplo, implica decenas de ratas
en protocolos de dosificacion letal escalonada. Frente a este
escenario, la combinacién de ciencia de datos, biocomputacion
y deep learning permite hoy imaginar un camino alternativo
[2]. En este trabajo presentamos ChenseNetl21, una red
neuronal profunda capaz de estimar el valor de LD50 a partir
de informacién estructural de la molécula. Reduciendo la ne-
cesidad de experimentacién animal, con sus correspondientes
ventajas éticas y econdmicas.

II. METODOLOGIA

II-A. Dataset

El conjunto de datos empleado en este estudio fue es-
pecificamente construido para facilitar la prediccién de to-
xicidad aguda (LD50) de compuestos quimicos, integrando
informacién multimodal topoldgica, fisicoquimica y espacial.
A diferencia de los conjuntos tradicionales, este dataset com-
bina multiples representaciones moleculares, lo que permite
a redes neuronales profundas modelar patrones téxicos desde
distintas modalidades. El desarrollo del dataset, junto con su
descripcién técnica, ha sido publicado en el EFSA Journal
como parte de un trabajo previo [3].

Los valores de LD50 fueron extraidos de documentos técni-
cos y guias regulatorias centradas en pesticidas [4]-[7]. Estos
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datos se derivan principalmente de ensayos estandarizados
en animales, como ratas. Las estructuras moleculares fueron
representadas en formato SMILES, obtenidas desde la base
de datos publica PubChem. A partir de esta notacion se ge-
neraron descriptores moleculares clasicos usando la biblioteca
RDKit, incluyendo: peso molecular, logP, area polar superficial
topoldgica (TPSA), nimero de enlaces rotables y energia de
unién estimada tras docking. Estos valores constituyen una
de las tres modalidades de entrada. La segunda modalidad
corresponde a imdgenes 2D de las moléculas, descargadas
directamente de PubChem. La tercera modalidad emplea in-
formacién tridimensional simulada mediante docking flexible
sobre la proteina diana humana acetilcolinesterasa (PDB ID:
7E3H). A partir del complejo proteina-ligando se generaron
volimenes voxelizados de tamafio 25 X 25 x 25 con 8 canales
por voxel, incluyendo energias atractivas (Gaussl, Gauss2),
repulsion, hidrofobicidad y presencia de sitios activos (dona-
dores y aceptores de enlaces de hidrégeno, etc.). Su nivel de
afinidad se guardé como descriptor numérico. Este proceso se
realiz6 con AutoDock Vina, Open Babel y RDK:it, siguiendo
una estrategia inspirada en RosENet [8].

Cada compuesto queda representado asi mediante tres vistas
complementarias:

= Una imagen estructural 2D.

= Un vector numérico con descriptores moleculares.

= Un volumen 3D voxelizado que captura interacciones con
la proteina diana.

II-B. Arquitectura

El disefio de la arquitectura parte de una premisa clave:
no existia un modelo previo especificamente adaptado a la
predicciéon de toxicidad aguda a partir de datos quimicos
calculados in silico. Por ello, se propuso una familia de
arquitecturas derivadas de redes convolucionales conocidas por
su eficacia en visiéon por computador, adaptadas a la estructura
del nuevo dataset construido.

Se consideraron inicialmente variantes de arquitecturas
clasicas como ResNet50 [9], InceptionV3 [10], Dense-
Netl121 [11] y EfficientNetV2-M [12], valoradas por su des-
empefio en ImageNet y por tanto en clasificacion basada en
patrones no temporales. De todas ellas, DenseNet121 ofreci6
los resultados mas prometedores. Esto condujo al desarrollo de



una arquitectura derivada denominada ChenseNet121 (Chemi-
cal DenseNet121).
ChenseNet121 consta de tres ramas paralelas especializadas:
= Una rama convolucional 2D basada en DenseNet121 para
procesar imagenes moleculares.
= Una rama convolucional 3D para mapas de energia
voxelizados tras docking.
= Una rama densa para descriptores fisicoquimicos y pun-
tuaciones de afinidad.

e | T

= m

1 S [

o

St o '

Figura 1. Esquema de la arquitectura ChenseNet121. Cada rama procesa una
modalidad distinta antes de fusionarse en una capa densa multimodal.

I11.

ChenseNet121 supera sistematicamente a otras arquitecturas
(ResNet, Inception, EfficientNet) adaptadas al contexto quimi-
co [13], [14]. En configuracién multimodal completa. El MAE
de 1568.68 mg/kg, equivalente aproximadamente al 9.2 % del
rango total (0-17,000 mg/kg).

RESULTADOS

Matriz de confusion (Sphit B) - Clasificacion temaria
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B |
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u |
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Pred H gh Pred Med Pred Lom

Figura 2. Matriz de confusién en clasificacion ternaria (Split B). El modelo
tiende a sobrepredecir toxicidad moderada, pero acierta plenamente en com-
puestos de baja toxicidad.

En clasificacién binaria, suponiendo tinicamente compues-
tos toxicos frente a no-toxicos (baja toxicidad), se obtuvo
un Fl-score de 0.96 y precision del 96 %. Siendo ningin
compuesto altamente téxico considerado de baja toxicidad.

IV. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Los resultados muestran que la integracioén de datos estruc-
turales 2D, numéricos y espaciales 3D permite capturar patro-
nes de toxicidad complejos, mas alla de lo visible en una sola
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representacion. El modelo resulta especialmente conservador,
priorizando la seguridad sobre la sensibilidad.

Salvando ratones. Si ChenseNet121 evita el ensayo in vivo
de solo 15 compuestos, se estima un ahorro de mas de 300
ratones de laboratorio y 37.000€ en costes. La toxicologia
computacional, por tanto, ofrece no solo eficiencia econémica,
sino un avance ético ineludible.

Este trabajo se enmarca en una linea de investigacion activa
centrada en IA explicable, visualizacién de contribuciones
moleculares, y reduccién sistematica de la experimentacion
animal en fases tempranas del desarrollo quimico.

El modelo se ha disefiado para integrarse como filtro previo
en flujos regulatorios. Se requiere un aumento mecanico en los
datos del dataset en combinacién molecular con mas proteinas
que se espera mejoren la capacidad de deteccién de alta
toxicidad. Actualmente como diferenciador de baja toxicidad,
estd listo para validacién en laboratorio, y su siguiente paso
es la creacion de una interfaz grafica accesible que permita su
uso por toxiclogos y personal no técnico.
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Abstract—Este articulo es un resumen del trabajo publicado en
la revista Engineering Applications of Artificial Intelligence [1].
Las redes neuronales convolucionales utilizadas para el proce-
samiento de texto (TextCNN) fusionan caracteristicas locales para
generar caracteristicas globales en sus capas de pooling over-
time. Estas capas se han construido tradicionalmente utilizando
funciones simétricas. Es importante sefialar que el orden de
las caracteristicas locales de entrada es significativo (es decir,
la simetria no es una caracteristica inherente al modelo). Esta
caracteristica es contraproducente para el procesamiento de
texto, donde el orden de las palabras es relevante. En este trabajo
proponemos utilizar operadores no-simétricos para sustituir a
las funciones de maximo o media aritmética. En concreto,
proponemos realizar el proceso de pooling over-time utilizando
funciones de pseudo-grouping, una familia de operadores de
agregacion no simétricos que generalizan la funcion maximo.
Presentamos un método de construccion de funciones de pseudo-
grouping y se aplican en capas de pooling over-time en TextCNNs
en distintas arquitecturas y datasets de clasificacion de texto.

Palabras clave—Funciones de agregacion no simétricas, clasifi-
cacion de texto, pooling over-time, funciones de pseudo-grouping.

I. INTRODUCCION

En primer lugar, realizamos algunas definiciones necesarias.
Una funcién h: [0,1] — [0,1] es un pseudo-automorfismo [2]
si es no-creciente, continua, h(z) =0ssiz =0y h(z) =1
ssi z = 1. Por otro lado, una funcién N: [0,1] — [0, 1] es una
negacién difusa si es decreciente, N(0) =1y N(1) =0; y
estricta si es una funcidn continua y estrictamente decreciente.
Sea x = (z1,...,%,), para todo x € [0, 1]™.

Definicion 1.1 ( [3]): Una funcién de pseudo-overlap (FPO)
es una aplicacién PO: [0, 1]™ — [0, 1] creciente y continua tal
que para todo x € [0, 1]™:

1) PO(x) =0ssi[[;—, x; =0,

2) PO(x)=1ssi[[ @ =1

Este trabajo ha sido financiado por el proyecto PID2022-136627NB-100,
MCIN/AEI/10.13039/501100011033/FEDER, UE.

19

A. Cruz, B.Bedregal
Universidade Federal do Rio Grande do Norte
Natal, Brasil

Z.. Takac
Faculty of Materials Science and Technology in Trnava
Slovak University of Technology
Trnava, Slovakia

Definicion 1.2 ( [3]): Una funcién de pseudo-grouping
(FPG) es una aplicacién PG: [0,1]" — [0,1] creciente y
continua tal que para todo x € [0, 1]™:

1) PG(x) =0 ssi z; =0, para todo i € {1,...,n};

2) PG(x) =1 ssiexiste i € {1,...,n} tal que z; = 1.

Ejemplo 1.3: La funcién PG~ : [0,1]" — [0, 1] dada por
PGY . (x) =1 —min} {(1 — x;)"}, tal que r; > 0, para
todoi € {1,...,n} y x € [0,1]™ es una FPG.

II. FPGS OBTENIDAS MEDIANTE DISTORSION

Definicion 2.1: Sean g, hy, ..., hy: [0,1] — [0, 1] pseudo-
automorfismos y A: [0,1]" — [0,1] una funcién de agre-
gacion. La funcién B: [0,1]* — [0,1] dada por B(x)
g (A(hi(x1),...,hn(zy))) es una funcién de agregacin
obtenida mediante (g, A, hq, ..., hy)-distorsion.

Proposicion 2.2: La aplicacién B: [0,1]™ — [0, 1] dada en
la Definicién 2.1 es una FPG si y solo si A es una FPG.

Ejemplo 2.3: Consideramos los pseudo-automorfismos
g(x) xy hi(x) ™ tal que r; > 0 para todo
ie{l,...,n} y PG:[0,1]™ — [0,1] dado por PG(x) =
1 —[[}Z,(1 — ;) una FPG. La funcién PG4, (x) =
1 —TJI, (1 —2!%) es una FPG, donde r; > 0 para todo
ie{l,...,n}.

La funcién PGpq 1 €s no-simétrica si se cumple r; # 7;,
para algin 4,j € {1,...,n}, tal que @ # j.

Corolario 2.4: Si 1, Ny,...,N,: [0,1] — [0, 1] son nega-
ciones estrictas y PO: [0,1]™ — [0, 1] es una FPO, la funcién
PG(x) = n(PO(Ny(x1),...,Np(zy))) es una FPG obtenida
mediante (7, PO, Ny, ..., N, )-distorsion.

Ejemplo 2.5: Consideramos la funcién PO(x) =[]\, z}°,
donde r; > 0, para todo i € {1,...,n} y n(x) = N;(z) =
1 — 2, para todo i € {1,...,n}. La funcién PGY,q,(x) =
1 -1, (1 —2;)" es una FPG, donde r; > 0, para todo
ie{l,...,n}.



I1I. FUSION DE CARACTERISTICAS DE POOLING
OVER-TIME MEDIANTE FPG

Con respecto a los modelos utilizados, la arquitectura tipo
utilizada en la experimentacion sigue la siguiente estructura:

e Embedding. Transforma cada palabra en un vector d-
dimensional. Se utilizan embeddings clésicos [4] (GloVe-
6B, GloVe-Twitter27B y FastText) asi como basados en
transformers derivados de BERT [5] (BERT, ALBERT,
RoBERTa y DeBERTa).
Convolucion. Sea ' € N el nimero de filtros de con-
voluciéon y Z = {z1,..., 25} el conjunto de ventanas.
Los vectores de caracteristicas generados son c/* €
[0,00)™ *T1 paratodo z € Zy je{l,...,F}.
Pooling over-time. Sea PG una FPG paran = m—z+1,
el valor agregado se calcula de la forma. p/* = PG(c/?)
paratodo j € {1,...,m} y z € Z.
Capa lineal. Los valores agregados de desnormalizan y
se concatenan para ser la entrada de una capa densa.

En la Tabla I se muestran los datasets utilizados, donde #C
es el ndmero de clases; #inst es el nimero de instancias; y

TABLA 1T
ACCURACY Y F'1-SCORE OBTENIDOS CON GLOVE-6B

Dataset 3
Acc

Dataset 2
Acc

Dataset 1

Acc Fy 131 Fy

max 855 £.002 819+ .003 893 E.002 860 £.003 889 £ .000 856 + .001
Med. Ar. 816+ .016 .778+.020 .865+.001 .832+.000 .858+.005  .824 +.009
PGr,, .892+.001 .859+.001 .899+.001 .867+.001 .894+.002 .861+.002

PGT,  877+.003 .844+.003 .894+.001 .862+.001 .888+.001  .855+.003
PGhL,,  .883+.001 849+ .002 .8984.002  .865+.001 886+ .007  .853 +.011

Dataset 4 Dataset 5
Acc F1 Acc F1
max .865 4+ .002 .855 4+ .003 .909 £+ .005 .907 £+ .006
Med. Ar. .866 4+ .002 .860 £+ .002 .816 4+ .004 .805 £ .004

PGP .870 + .001 .866 4+ .002 .902 £+ .004 .900 £+ .004

PGT, .865 4+ .003 .856 4+ .003 915 +.004 .914 £+ .004

PG s 874 +.002 .869 £ .002 .908 £ .002 .907 £+ .002

Dataset 6 Dataset 7
Acc Fi Acc Fi
max .830 £ .006 .811 4+ .006 .625 4+ .003 .607 £ .004
Med. Ar. 772 4+ .006 755 4+ .007 .605 £+ .003 .589 £+ .004

PG .835 £ .009 .819 + .011 .635+.004 .617 £ .006

PGE, .841 +£.007 .824 4+ .008 .632 4+ .004 .613 +.007

PG;"md ) .830 £ .009 813 £+ .012 .630 £ .003 .612 4+ .003

TABLA III

ACCURACY Y F;-SCORE OBTENIDOS PARA EL DATASET 1.

~ c g BERT ALBERT
#test, el tamafio de la particion de test de cada dataset. Ace ol Ace )
TABLA 1 max 028 £ .001  .865+ .000 .802 £.002  .830 & .001
DATASETS UTILIZADOS Med. Ar.  .906 +.001  .846+.000 .860+.003  .799 & .005
X S —— e PGL,, .928+£.002 .864+.002 .901+.002 .837 +.002
ame INS| €S ame 1NS! (N T
[ IMDB 2 50000 25000 | 5 TREC-CL 6 5950 500 o gg?i '8821 '225’ ic '8821 'Sgg i '88? 'ggf i '88§
2 SMS 2 5584 2240 | 6 TREC-FL 50 5950 500 prod2 - : i : : : i :
3 TweetEval 2 14010 860 | 7 BigPatent 9 45000 5000 RoBERTa DeBERTa
4 NewsData 6 5518 828 Acc Fy Acc Fy
L. max .930 £ .001 875 £+ .001 1939 £ .001 .849 + .001
Con respecto a los resultados numéricos, en la Tabla II  ped Ar 887 +.002 835+ 002 918 + .001  .831 + .001
mostramos los resultados obtenidos, utilizando el embedding PGr,., 932£.001  .877+£.002 .9414.001 .852+.001
= PGT, 1929 + .001 875 £+ .001 941 + .001 .852 + .001
Glove-6B para los 7 datasets. En la Tabla III mostramos los PG, 9344001 879 L.001 9374003 848+ .004

resultados obtenidos utilizando distintos embeddings basadaos
en transformers, para el Dataset 1. En ambos casos se muestra
la media aritmética y desviacion estandar para 10 ejecuciones
independientes. A nivel numérico se obtiene la mejor métrica
de Fi-score y accuracy cuando utilizamos FPGs en lugar de
funciones simétricas. Todos los mejores resultados numéricos
basados en FPGs de las Tablas II y III son estadisticamente
significativos (evaluados mediante el test estadistico de Mann
Whitney U), excepto en los que se utiliza BERT (Tabla III).

A nivel de andlisis, en el articulo se utilizan mapas de calor
para comparar la fusién de informacion tras aplicar una FPG y
maximo en la capa de pooling over-time por lotes del conjunto
de validacion. Se observa que la distribucién es mds dispersa
cuando se aplica FPG en comparacién con max, obteniéndose
asi una serie de caracteristicas globales mds definidas, debido a
que para toda FPG, PG(x) > max(x), para todo x € [0, 1]™.
Cuando se utiliza una FPG, la diferencia obtenida al utilizar
diferentes tamafios de ventana en los filtros de convolucién
tiene un mayor impacto en comparacién con la funcién
maximo. Se observa que hay una mayor discriminacién de
rasgos a medida que la ventana utilizada en la convolucién es
mayor.

IV. OBSERVACIONES FINALES

A nivel tedrico, a generalizacién de los métodos de con-
struccién encontrados en la literatura a partir de distorsiones

20

(geométricas), permite disefiar agregaciones en funcion de las
necesidades de cada ejemplo particular. A nivel aplicado, los
resultados justifican la eliminacién de la conmutatividad en la
fusiéon de informacién con dependencia secuencial/temporal.
Como lineas futuras, a nivel tedrico, se propone el desarrollo
de este concepto en reticulos acotados; y otro lado, se profun-
dizard en el estudio de la simetria en la fusion de caracteristicas
en otros modelos de aprendizaje automatico.
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Resumen—En este keywork presentamos un resumen del tra-
bajo titulado Generating trustworthy explanations with a langua-
ge model enriched by fuzzy rule-based systems, aceptado para
publicacion en las actas del congreso 2025 IEEE International
Conference on Fuzzy Systems en julio de 2025 [1]. La version
inicial del trabajo fue enviada el 20 de enero de 2025, y la version
final fue aceptada el 3 de abril de 2025.

Index Terms—Grandes Modelos de Lenguaje, Logica Borrosa,
Inteligencia Artificial Explicable, Inteligencia Artificial Fiable,
Arboles de Decision

I. INTRODUCCION

El campo de la Inteligencia Artificial se encuentra en una
etapa de gran crecimiento, habiendo llegado ya a manos del
grueso de la poblacién por medio de servicios como ChatGPT.
Sin embargo, esta creciente fama ha supuesto también una
drastica disminucién de la confianza que los usuarios tienen
en algunas aplicaciones basadas en IA, debido a los riesgos
que perciben como aparejados a la tecnologia en si. Este es
un problema complejo y que se agrava si tenemos en cuenta
que los riesgos percibidos y su severidad varfan dependiendo
de los 4mbitos y dreas geogréficas que se discutan. Por ejem-
plo, el mercado norteamericano se encuentra principalmente
preocupado por aspectos relacionados con la fiabilidad y
seguridad de las aplicaciones basadas en IA, mientras que
el mercado europeo presta mayor atencidén a problemadticas
como la transparencia, la equidad y la privacidad. Por si esto
fuese poco, las vertientes de IA de mayor crecimiento son
aquellas relacionadas con la IA generativa, y en concreto las
aproximaciones basadas en modelos de lenguaje preentrenados
a gran escala (Large Language Models, LLMs); una alternativa
tecnoldgica notablemente dificil de evaluar en cuanto a sus
riesgos y limitaciones, por falta de estandarizacién en los pro-
tocolos y por su disefio inherentemente opaco. Incluso aquellos

Se reconoce el apoyo de la Conselleria de Educacion, Universidades y
Formacién Profesional de la Xunta de Galicia y del Fondo Europeo de
Desarrollo Regional, FEDER Una manera de hacer Europa (ayudas “Centro
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21

LLMs que obtienen valoraciones positivas en términos de
seguridad y fiabilidad rara vez son modelos abiertos, lo que en
cierto modo dificulta ejercer un control fino sobre su actuacién
y propiedades reales, al accederse a ellos principalmente como
servicio.

En el trabajo “Generating trustworthy explanations with a
language model enriched by fuzzy rule-based systems” publi-
cado originalmente en [1], analizamos la potencial pérdida
de confianza de los usuarios en aplicaciones basadas en TA
como el principal elemento motivador de nuestra investigacion.
El objetivo era construir un sistema inteligente capaz de
proporcionar explicaciones fiables, siguiendo las definiciones
sobre fiabilidad aportadas por la Comision Europea en sus
“Directrices éticas para una [A fiable”. En ese sentido, el
trabajo busca sobrepasar las caracteristicas usuales de los siste-
mas explicables, en tanto a que consideramos la explicabilidad
como un requisito necesario pero no suficiente por si mismo
para obtener la fiabilidad de la que hablamos, siendo esta una
propiedad més completa y compleja.

Concretamente, en este trabajo buscamos potenciar explica-
dores previamente desarrollados con la capacidad expresiva
de los LLMs. En trabajos previos, se implementaron estos
explicadores haciendo uso de técnicas de IA explicable (XA,
por sus siglas en inglés) tradicionales, como son los arboles
de decision y los sistemas basados en reglas borrosas. Estos
ultimos son capaces de modelar adecuadamente la imprecisién
inherente al lenguaje humano, lo que los hace especialmente
adecuados para tareas explicativas, al ser el lenguaje natural
el medio mas directamente comprensible para un usuario
inexperto. Sin embargo, la verbalizacién implementada para
estos explicadores estaba basada en plantillas y reglas, lo
que daba a veces un resultado artificial que podria dafar la
percepcion final de las explicaciones. Por otra parte, construir
una explicacion totalmente basada en LLMs es arriesgado,
debido a la baja fiabilidad de estos por culpa del conocido
fenémeno de las alucinaciones (esto es, generaciones de texto
incoherentes o sin base real).

Nuestra hipétesis de partida fue que, mediante una combi-
nacién apropiada de los LLMs con nuestra base explicativa
basada en 16gica borrosa, las debilidades de ambas propuestas



podrian cubrirse entre si, obteniendo un mejor resultado final:
el rigor y control aportados por la explicacion basada en reglas
borrosas paliarian la inconsistencia del LLM, mientras que
la potencia expresiva del LLM verbalizaria esa explicacion
de manera mds natural para el receptor final de la misma.
En particular, nuestra validacién se centrd en el control de
las alucinaciones, considerando que el poder expresivo de
los LLMs esta suficientemente demostrado en la literatura.
Teniendo esto en cuenta, la hipétesis de investigacion resultd
ser la siguiente: “una fusion adecuada de técnicas de XAl con
LLMs apropiadamente dirigidos puede reducir las alucinacio-
nes de estos ultimos, consiguiendo un sistema generalmente
mds fiable.”.

1I.

Nuestro modelo para la fusiéon de LLMs con técnicas de
XAI tradicional se basa en la combinacién de una herramienta
explicativa que utiliza sistemas de reglas borrosas, capaz de
integrar las explicaciones de diversas bases de conocimiento
en una narrativa tnica verbalizada mediante plantillas, con una
aplicacién basada en LLMs debidamente instruida mediante
técnicas como el razonamiento por cadena de pensamiento.
Adicionalmente, y como fuente secundaria de informacion
fiable, también se integra con el LLM un pequefio banco de
documentos manualmente seleccionados.

En esta arquitectura, el LLM procesa la entrada del usuario
en varios pasos de razonamiento, decidiendo si su herramienta
explicativa o los documentos de los que dispone podrian
ser ltiles para responder a la consulta recibida (siendo més
prioritaria la herramienta explicativa). Unicamente en caso de
que ninguno de los dos recursos sea ttil se produciria una
generacién libre por parte del modelo; ya que si cualquiera
de ambos pareciera de utilidad, se obtendria de ellos la
informacién pertinente para generar una respuesta mds fiable.

Esta arquitectura fue validada a nivel técnico mediante su
comparacion con dos alternativas de aplicacién que empleaban
LLMs con un nivel de control menor: una de ellas no daba
al modelo ninguna fuente de informacién o guia, dejédndolo
generar sus respuestas de forma totalmente libre; y en la
otra Unicamente se le proporcionaba al modelo un pequefio
conjunto de ejemplos explicativos para guiar su tarea.

Estas alternativas se evaluaron con tres métricas: longitud
de respuesta media (dado que los LLMs tienen una fuerte ten-
dencia a extenderse demasiado, algo que creemos puede danar
la sensacién de naturalidad), precisién predictiva, y nimero
medio de potenciales alucinaciones. Para el cémputo de esta
dltima, disefiamos un método de busqueda de expresiones
impropias para los valores de los atributos del caso a explicar
(que son conocidos) en la narrativa final, véase, detectar
elementos como “hombre” o “masculino” en ocasiones donde
se estd hablando de un sujeto de género femenino.

PROPUESTA

I11.

En este trabajo, planteamos como prueba de concepto el uso
del sistema propuesto en el contexto médico, considerdndolo
pertinente debido a que en este dominio existe una gran

CASO DE USO Y VALIDACION
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demanda de fiabilidad. Para ello, nos centramos en dos do-
lencias, cardiopatia y diabetes, para las cuales se recopilaron
y prepararon los respectivos conjuntos de datos. Tras terminar
estas tareas, se reservaron un total de 7070 ejemplos de prueba
para diabetes, y 5475 para cardiopatia.

Los ejemplos restantes (no reservados para la validacion)
se utilizaron para construir los drboles de decision que pos-
teriormente serian convertidos en sistemas basados en reglas
borrosas mediante aproximacion lingiiistica; integrando estos
sistemas de reglas con la interfaz explicativa y la aplicacién
basada en LLMs. Con la arquitectura ya preparada, se efec-
tuaron las pruebas de validacién descritas en la seccién II,
utilizando todos los ejemplos de prueba de ambos conjuntos
de datos. Las tablas I y II muestran los resultados de estas
pruebas, reportando para alucinaciones potenciales y longitud
de respuesta tanto su media como su desviacion estandar (entre
paréntesis).

Tabla T
RESULTADOS DE LAS PRUEBAS PARA LOS DATOS SOBRE DIABETES.
Alucinaciones potenciales Longitud de respuesta Precision
Estrategia A 1.305 (0.87) 423.955 (98.52) 0.675
Estrategia B 1.693 (1.00) 1649.319 (533.49) 0.587
Estrategia C 1.773 (1.28) 736.820 (345.82) 0.641
Tabla IT
RESULTADOS DE LAS PRUEBAS PARA LOS DATOS SOBRE CARDIOPATIA.
Alucinaciones potenciales Longitud de respuesta Precision
Estrategia A 1.215 (0.87) 451.514 (101.01) 0.713
Estrategia B 1.905 (1.06) 1550.181 (535.64) 0.582
Estrategia C 1.738 (1.31) 660.219 (268.09) 0.626

Los resultados de las pruebas resultaron prometedores,
puesto que la Estrategia A, correspondiente con nuestra pro-
puesta, muestra claramente las mejores métricas, superando
a las alternativas menos controladas en todos los apartados:
las alucinaciones potenciales disminuyen (siendo esto nuestro
objetivo principal), la longitud de las respuestas se reduce
significativamente, especialmente comparada con la Estrategia
B (LLM sin ningtn tipo de informacién o control adicional), lo
que puede contribuir a una mejor percepcién de naturalidad; y
la precision predictiva es practicamente igual a la que mostra-
ban los sistemas de reglas borrosas subyacentes, indicando que
el modelo no se estd desviando de las conclusiones obtenidas
por estos.

Una vez terminadas las pruebas de validacion, se llevo
a cabo una evaluacién post-hoc adicional, con 500 casos
seleccionados al azar entre los disponibles en los conjuntos de
datos de prueba y usando solo la estrategia correspondiente a
nuestra propuesta. Con esto se confirmé que la arquitectura
implementada seguia adecuadamente las instrucciones sobre
formato, al no registrar ningtn error relacionado con el mismo.
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Obtener el mejor representante para un conjunto de valores
de entrada es uno de los problemas mds recurrentes en el
campo de la fusién de informacién. Las funciones basadas
en penalty [1], [2] o las medias de Daréczy [3] intentan
resolver este problema, aunque ambas presentan importantes
limitaciones.

En particular, las medias de Daréczy no siempre conservan
la monotonia y, por tanto, no son funciones de agregacion
en general. Un enfoque similar a la construccién de medias
de Dar6czy se puede llevar a cabo mediante funciones de
desviacién moderada [4], garantizando que la funcién resul-
tante cumpla las condiciones de una funcién de agregacion.
Durante los ultimos afios se han propuesto diversas construc-
ciones de agregaciones basadas en estas funciones [5], [6]. En
particular, en [7] se abord6 el problema de agregar valores en
el intervalo [—1, 1] mediante funciones de agregacin basadas
en desviaciones moderadas. Esta escala es particularmente
interesante dado que permite representar el tipo de fenémenos
simétricos que encontramos en el comportamiento humano,
lo que la hace ttil en problemas como la toma de decision,
donde el uso de escalas simétricas con respecto al 0 permite
representar la simetria del comportamiento de la persona que
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toma la decision.

En este trabajo, presentamos una extension de dicho enfoque
que permite agregar valores en un rango general [a,b] C
R U {—00, 00}, mediante un isomorfismo del intervalo [a, b] a
[-1,1].

Creemos que estas expresiones pueden resultar ttiles como
operadores de fusion en tareas de aprendizaje automético. Con
esta idea en mente, y como ejemplo ilustrativo, comprobamos
la efectividad de las agregaciones basadas en desviaciones
moderadas para fusionar las caracteristicas extraidas por una
Red Neuronal Convolucional (Convolutional Neural Network
o CNN).

Las CNN son una familia de redes neuronales que se han
convertido en el estado del arte en el campo de la visién
artificial para resolver problemas de clasificacién [8], [9] o
segmentacién [10], [11] entre otros. Estos algoritmos extraen
de manera automdtica las caracteristicas mds discriminantes
de una imagen de entrada, que pueden ser posteriormente
empleadas como la entrada para un modelo de clasificacion
o segmentacién. A la hora de reducir la alta dimensionalidad
de las representaciones generadas, es comun emplear capas
de Pooling Promedio Global (Global Average Pooling), que
simplemente las reemplazan por la media aritmética de sus
valores [12]. Dado que estos valores pueden acotarse en la
préctica a un intervalo [a,b] C R, exploramos empiricamente
si nuestra propuesta puede actuar como un reemplazo valioso
para este proceso, obteniendo resultados favorables.
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Abstract—Este trabajo se centra en el modelado de distintos interpretabilidad del modelo a través del analisis de las acti-
perfiles de usuario mediante técnicas difusas, con el objetivo  vaciones neuronales, lo que permite estudiar la representacién
de entrenar una red neuronal orientada a la recomendacién de  ;...1- de Jos conceptos aprendidos. Este enfoque contribuye

vinos. La finalidad principal es interpretar el funcionamiento del 1 d 1o de sist d dacié s t N
modelo a partir de los valores de activacién de sus neuronas, al desarrotio de sistemas de recomendacion mas transparentes

analizando cémo se distribuyen los conceptos aprendidos a lo Y comprensibles, alineados con los principios de la inteligencia
largo de las distintas unidades. artificial explicable.

Para ello, se emplea un conjunto de datos que recoge carac- E . Y.
o PN . ste articulo se va a centrar en el proceso de modelizacion
teristicas organolépticas del vino [1] —como el dulzor, el cuerpo

o la temperatura éptima de consumo—, que se utilizan para de los diferentes perfiles de maridaje. Para definir un perfil es
definir perfiles difusos asociados a diferentes maridajes. Estos necesario determinar varios factores cruciales.

perfiles se modelan mediante reglas difusas generadas a partir de

combinaciones de atributos y valores representativos [2]. Ademas, « En primer lugar, se identifican los valores de los atributos
se asignan vectores de pesos a cada relacion entre atributos, lo que mejor caracterizan cada perfil. Por ejemplo, platos
que permite modular la importancia relativa de cada uno o de como la comida asidtica, las ensaladas, el marisco o las

sus combinaciones. frit li d d d 6 .
Utilizando el enfoque TSK FIS [3], se calcula un porcentaje rituras ligeras maridan adecuadamente con vInos muy

de afinidad entre cada vino y cada perfil. Este valor se obtiene secos de acidez elevada, bajo contenido tdnico, cuerpo
aplicando los pesos a las reglas difusas, de modo que la suma ligero y temperatura de servicio baja. Ademads, dado que
de los resultados aportados por cada regla equivale al 100%. estos alimentos suelen tener un bajo contenido graso

Estos porcentajes de afinidad se emplean como salidas objetivo
durante el entrenamiento de la red neuronal.
Una vez entrenado el modelo, se extraen los vectores de

—Ilo que implica una menor absorcién del alcohol—, se
recomienda acompafiarlos con vinos de baja graduacién

activacion de las capas ocultas y se aplican algoritmos de alcohélica, como los vinos blancos o espumosos. El
agrupamiento con el fin de identificar patrones en los conceptos resumen del perfil se puede ver en la Tabla I, donde se
representados. Los resultados preliminares obtenidos son prom- muestran varios atributos extraidos del conjunto de datos

etedores y respaldan la continuidad del estudio.

L que han sido usados para definir los perfiles. En este caso
Index Terms—Fuzzy rules, TSK FIS, Explainability, Deep

los atributos de cuerpo (CU), acidez (AC), taninos (TA)

Learning .
y dulzor (D) se encuentran en formato categdrico con
I. INTRODUCCION 5 niveles: [Muy Bajo,.Bajo, Medlo, Altq y Muy Alto]
para AC y TA, [Muy Ligero, Ligero, Medio, Con Cuerpo
Este trabajo presenta un enfoque hibrido para la con- y Con Mucho Cuerpo] para CU y [Muy seco, Seco,
struccién de un sistema de recomendacion de vinos, combi- Semi-Seco, Dulce y Muy Dulce] para D; y C contiene
nando técnicas de logica difusa y redes neuronales. El obje- cada uno de los tipos de vino como categorias (Tinto,
tivo principal es modelar perfiles de usuario mediante reglas Blanco, Rosado, Espumoso, etc). En cambio los valores
difusas que reflejen I.)referenc.ia~s en funcién de caracteristic.as de temperatura de servicio del vino (T) y del porcentaje
organolépticas del vino, y utilizar dichos perfiles para guiar de alcohol presente en el vino (AL) se encuentran en
el entrenamiento de una red neuronal. Ademads, se persigue la formato nimerico, a partir del cual se han definido varios
. conjuntos difusos para cada atributo. Para T se han
This work was supported by grant PID2020-112967GBC32 funded by definido 1 . d la Fi 1
MCIN/AEI/10.13039/501100011033, by ERDF A Way of Making Europe efinido los conjuntos mostrados en la Figura 1y para

and by grant ProyExcel_00257. AL se han definido los mostrados en la Figura 2.
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« Posteriormente, es necesario definir un vector de prefer-
encias que represente la importancia relativa de las dis-
tintas coocurrencias entre atributos. Este vector permite
asignar pesos diferenciados a combinaciones de diferente
nimero de atributos, permitiendo representar diferentes
complejidades en la representacion de los perfiles. Por
otro lado, también se definen vectores de pesos para cada
uno de los ordenes de las combinaciones especificas de
caracteristicas organolépticas del vino —como la relacién
entre acidez, temperatura de servicio y porcentaje de
alcohol, o entre dulzor y taninos—, en funcién de su
relevancia dentro de un perfil determinado. De este modo,
se introduce un mecanismo de ponderacién que permite
reflejar con mayor precision las preferencias implicitas en
cada perfil de usuario, facilitando una modelizacién mas
flexible y expresiva mediante reglas difusas.

TABLE 1
ATRIBUTOS PARA PLATOS DE COMIDA ASIATICA, ENSALADAS, FRITURA Y
MARISCO
Cuerpo (CU) Muy ligero

Ligero
Temperatura (T) | Baja
Acidez (AC) Muy alta

Alta
Taninos (TA) Muy Bajos
Alcohol (AL) Bajo
Dulzor (D) Muy seco
Color (C) Blanco

Espumoso
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Fig. 1. Conjuntos difusos para la temperatura de servicio del vino
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Fig. 2. Conjuntos difusos para el porcentaje de alcohol presente en el vino
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A partir de estos datos, se generardn diferentes reglas
difusas que capturan el conocimiento experto sobre maridajes,
permitiendo evaluar el grado de afinidad entre cada vino y
los distintos perfiles definidos. Estas reglas, construidas a
partir de combinaciones relevantes de atributos facilitan la
recomendacion de maridajes adecuados para cada vino en
funcién de sus caracteristicas organolépticas.

II. CONCLUSIONES

Los perfiles generados mediante este método permiten
representar de forma flexible y expresiva las preferencias
enoldgicas asociadas a distintos contextos de consumo o tipos
de comida. La utilizacién de l6gica difusa en la construccion
de estos perfiles ofrece una ventaja significativa al capturar la
naturaleza gradual e incierta de muchas decisiones de mari-
daje, evitando clasificaciones rigidas. Ademas, al integrarse
con el entrenamiento de una red neuronal, este enfoque no solo
mejora la calidad de las recomendaciones, sino que también
habilita un anélisis interpretativo posterior mediante el estudio
de las activaciones neuronales. En conjunto, los resultados
obtenidos muestran el potencial de combinar técnicas de
inteligencia artificial simbdlica y conexionista para desarrollar
sistemas de recomendacién mds transparentes, explicables y
alineados con las preferencias reales de los usuarios.
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Abstract—The comparison of dental records is a standardized
technique in forensic dentistry used to speed up the identification
of individuals, which is based on the aggregation of different
criteria. Existing automatic methods either make use of simple
techniques, without utilizing the full potential of the information
obtained from a comparison, or are propietary and have not
been peer-reviewed. This work aims to define high performance
aggregation mechanisms that can be understood and validated
by experts. We will use fuzzy aggregation operators and a mod-
ification of the state-of-the-art proposal by introducing expert
knowledge. The results obtained in a database of 215 real-world
cases show how the new approaches can improve the results of
the state of the art without compromising the explainability and
interpretability of the method.

Index Terms—Human identification, forensic anthropology,
odontogram comparison, fuzzy aggregation operators.

I. INTRODUCTION AND BACKGROUND

There has been a recent increase in the number of geopo-
litical events that claim the lives of numerous victims. Al-
though DNA and fingerprints help forensic experts for human
identification in Disaster Victim Identification (DVI) scenarios
with a high reliability, these techniques cannot be applied
in situations with lack of ante-mortem (AM) or post-mortem
(PM) data (e.g. lack of a second DNA sample for comparison
or remain decomposition). For this reason, forensic odontology
have been used widely in DVI scenarios [1].

A first step in the human identification process within foren-
sic odontology is the dental record comparison [2]. Forensic
experts record the condition of each tooth of an individual on
a sheet (odontogram), describing different characteristics and
pathologies. Given different odontogram pairs (one PM and
several AM ones) to be compared, the number of coincidences
(matches), of explainable differences (possible matches), and
of unexplainable differences (mismatches) are obtained. These
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characteristics are used to rank the odontograms pairs from
most to least plausible using only the dentition description,
allowing us to shortlist the candidates.

Different proposals have been made both to represent the
dental information in these sheets [3], [4] and to automatically
shortlist candidates [5], [6]. One of the main problems is the
coding used to represent the dental information. A codification
with a wide set of codes, as Interpol’s proposal [4], can
represent much more detailed dental information but is more
complex and error-prone. Simple codification codes avoid this
problem but the final record may not be sufficiently individ-
valizing. Another common problem is that these automatic
systems do not explain how they make a decision, which is
problematic for experts to use. Another challenging problem
is the lack of standardization, validation and access to the
inner workings of the algorithms as most implementations are
propietary software or have not been peer reviewed.

The proposal of Adams and Aschheim [6] solves these
problems by using a simple coding system, with only seven
codes to represent the dental information and an automatic
method considering a lexicographic order to rank pairs of
odontograms in descending order of similarity. In this work
we will use this codification to represent the dental records in
our dataset and will extend the method in two different ways
proposing a simple shortlisting method introducing expert
knowledge and a fuzzy aggregation operator-based approach
to combine the matching criteria.

II. PROPOSAL

A. Using expert knowledge to improve the method

With the first approach we aim to improve Adam’s method
by designing a different lexicographical order, ranking first by
the lower percentage of mismatches followed by the higher



number of matches. The system will be able to avoid scenarios
where a comparison with a high number of matches but a few
mismatches would be better positioned than a comparison with
no mismatches, many matches and a few possible matches.
We will also consider a data-driven approach to explore all
possible combinations of criteria used in the original proposal.

B. Exploring fuzzy aggregation operators

Two different types of aggregation operators, ordered-based
aggregation operators [7], [8] and fuzzy integrals defined with
respect a fuzzy measure aggregation operators [9], [10] will
be considered. For the OWA and OWHM operator, we tried
different sets of weights to test different scenarios:

o Maximum: For each comparison, the maximum value is
chosen from all the criteria. In this case, the set of weights
W will have wy; = 1 and w; = 0 for i # 1.

Minimum: The minimum value is chosen from all criteria.
This will choose the odontogram pair with the best
minimum support of all its variables. The set of weights
W will have w, =1 and w; = 0 for i # n.

Average: The final score is the average of all the criteria.
The set of weights W will have w; % foralli € [1,n].
Linear: Since the proposed operators order the criteria by
support, the characteristics with less support will have
a lower weight in the final decision, and those with a
strong support will have a higher decision power. The set
of weights W will have w; = i for all ¢ € [1,n].

For the Choquet and Sugeno integrals, we consider two
different measures, the cardinality and a Sugeno A-measure
[11]. In the Sugeno A\-measure the values y}, ..., % are called
the fuzzy densities, which in our case can be interpreted as
the importance of the a decision method considering the single
criterion. To obtain a value for A\, we will use the normalized
average ranking obtained by considering only the variable ¢ to
generate the rank as the value of 4. In this way, we assign the
relevance of each criteria based on its discrimination power.

III. EXPERIMENTS AND ANALYSIS OF RESULTS

After reviewing and processing more than 3400 orthopanto-
mographies and 256 dental records and filtering the cases for
which both AM and PM information were available, 215 cases
were selected, providing a total of 430 dental charts from two
different sources.

The best lexicographical order found from the expert ap-
proach is to order by i) % Mismatch, ii)) % Match, iii)
# Mismatch, iv) # Match, v) Exact group, vi) % Possible
matches, vii) # Possible matches.

Table I shows how our lexicographical order-based aggre-
gation obtains the best results on average and on maximum
ranking, significantly outperforming Adam’s method. We can
also see how selecting the maximum or the minimum have
very poor results, while averaging the criteria to obtain a score
slightly improves Adams’ proposal.
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Average QI Q2 Q3 P95 P99 Max
Adams’ method 10.51 1 1 2 77 172 206
Our lex. order 3.88 1 1 1 14 61 173
OWA-Min 14.82 1 1 3 102 178 204
OWA-Max 2575 7 16 33 8 136 191
OWA-Average 7.62 1 1 1 41 120 186
OWA-Linear 5.57 1 1 2 27 84 184
OWHM-Average 18.44 3 5 14 88 175 202
OWHM.-Linear 1669 2 4 12 8 169 198
Choquet integral: 773 11 1 44 119 187
w: Cardinality
Ch"‘iﬁe; integral: 7.52 11 1 45 123 186
Sugeno integral: 1901 1 1 7 116 184 210
w: Cardinality
S“ge;,o A‘“tegral: 21.98 s 11 25 8 136 191

TABLE I: Performance statistics of every proposal.

The OWA operator with the linear weights obtains the
second best result, both in average and in maximum ranking.
In contrast, OWHM aggregators obtains worst results than the
state-of-the-art. We attribute this result to the fact that the
harmonic mean is a conservative aggregator, and is not the
most appropriate approach for this problem.

Regarding the fuzzy integrals, Choquet improves the state-
of-the-art results in both experiments, performing better with
the Sugeno’s A-measure. This shows that including informa-
tion on the performance of each criterion can improve the
performance. However, Sugeno’s integral obtains worse results
than the state of the art with both measures.

For a more detailed comparison, Figure 1 show the CMC
curve of the OWA and OWHM proposals, and Figure 2 the
CMC curve of the Sugeno and the Choquet integral proposals.
In both figures we added the results of the state-of-the-art
method and the best method, our lexicographical order-based
aggregation according to Table I to have a reference of the
fuzzy aggregation operators’ behavior.

LaVALEDEd MLFCE O P Tts ith

Fig. 1: Results of the fuzzy aggregation operators, our lex-
icographical order-based approach, and Adams proposal.
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Fig. 2: Results of the fuzzy aggregation operators, our lex-
icographical order-based approach, and Adams proposal.

According to the results in Figures 1 and 2 and in Table
I, it is clear that the best proposal is our expert-defined lexi-
cographical order, followed by the OWA with linear weights.
We think that this is because, although the aggregation of all
the information improves Adam’s method as in the case of
using the average, the weights of the aggregation should not
be uniform.

These experiments show how the application of different ag-
gregation operators is useful to improve human identification
methods in the field of forensic odontology. Further research
is required to improve the performance of fuzzy aggregation
operators.
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Abstract—Este trabajo desarrolla una metodologia basada en
algoritmos de optimizacion bioinspirados y légica difusa para
poder caracterizar el rendimiento de jugadores profesionales de
balonmano. En una primer etapa, los algoritmos bioinspirados se
aplican para optimizar los pesos de las acciones mas relevantes
que definen el rendimiento de un jugador en partidos de alto
rendimiento. Para mejorar la interpretabilidad de los pesos
obtenidos y poder caracterizar a los jugadores, en una segunda
etapa se aplicara légica difusa para determinar los factores
que caracterizan el rendimiento excelente de los jugadores de
balonmano, dependiendo de la posicion especifica en la que
jueguen. De esta forma, la metodologia propuesta permitira
identificar las caracteristicas mas importantes que deben tener
un jugador, en funcion de la posicion especifica que ocupe en la
pista. Para llevar a cabo este estudio, se utilizaran datos reales
provenientes de la federacion internacional (IHF) y europea
de balonmano (EHF) de campeonatos europeos y mundiales
recientes en las categorias masculina y femenina. La finalidad de
este trabajo es profundizar en el entendimiento de las variables
que juegan un factor clave en el balonmano, un deporte que
ha sido escasamente estudiado debido a su gran dinamismo y
complejidad.

Index Terms—Sports Analytics, Handball Performance, Bio-
inspired Algorithms, Fuzzy Sets

I. INTRODUCCION

De forma general, el deporte de alto rendimiento tiene un
notable impacto social y econdmico, atrayendo inversiones y
empleo a través de grandes eventos como Juegos Olimpicos,
Mundiales o Europeos. Desde el punto de vista particular, el
balonmano no tiene la misma popularidad en Espana que el
fitbol y el baloncesto, pese a ello es un deporte relevante
especialmente dentro del continente europeo.

El principal objetivo y motivacién de este trabajo es estable-
cer una metodologia que evalda el rendimiento de jugadores
profesionales de balonmano femenino y masculino tras su
actuacién en los partidos de competicién. En primer lugar,
se calculan los pesos de las distintas acciones del juego para
los jugadores, utilizando algoritmos bioinspirados. Después,
para interpretar los pesos de las acciones, se utilizan conjuntos
difusos para definir variables lingiiisticas que permiten carac-
terizar a los mejores jugadores en cada posicioén de juego en
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balonmano (porteros, extremos, laterales, centrales y pivote);
todo ello centrado en las siguientes aportaciones:

o Recopilacion de datos reales de equipos, jugadores y
eventos de balonmano de alto rendimiento.

e Aplicacién de algoritmos bioinspiradas para la opti-
mizacién de los pesos de las distintas variabes determi-
nantes en los partidos de balonmano.

o Utilizacion de 16gica difusa para la caracterizacion de los
jugadores mds determinantes en las distintas posiciones
de balonmano.

El resto del trabajo se estructura de la siguiente manera: En
la Seccion II se estudian los trabajos existentes que abordan
esta temdtica. Posteriormente, la Seccion III describe los algo-
ritmos y metodologia de 16gica difusa utilizada. Finalmente, la
Seccion IV sefala las conclusiones de este trabajo y las lineas
de investigacién futuras.

II. ANTECEDENTES

Existen pocos trabajos que evalden el rendimiento de los
jugadores de balonmano en base estadisticas controlando todas
las acciones de los mismos en los partidos de alto rendimiento.
Por ejemplo en [1], los autores evalian diferentes modelos
de aprendizaje automdtico para predecir determinados tipos
de rendimiento exclusivamente fisico en jugadoras de balon-
mano, asi como para determinar los factores significativos que
influyen en el rendimiento esperado. Por otro lado, en [2] se
presentd un enfoque novedoso basado en un modelo difuso
de agregacién de juicio de expertos con el fin seleccionar los
criterios que mejor representan el rendimiento del jugador de
balonmano en un partido y para establecer su relevancia en
el juego. Posteriormente, en [3] se proporcionan los criterios
necesarios para evaluar a porteros de balonmano aplicando
metodologias de soft-computing para estimar sus pesos. Una
evolucién del trabajo anterior se presenta en [4] ampliando su
alcance y aplicando algoritmos metaheuristicos para ajustar los
pesos de las distintas acciones durante un partido. Por tltimo,
en [5] se aborda mediante algoritmos bioinspirados el ajuste
de los pesos para jugadoras de todas las posiciones especificas
de balonmano.



II1. METODOLOGIA

La metodologia de partida de este trabajo se basa en la
presentada en [5] con el fin de cuantificar los factores que
caracterizan a los mejores jugadores de alto rendimiento y
entender como los expertos evalian y deciden la alineacién
ideal de la competicion, es decir, el mejor jugador en cada
posicion de pista durante el torneo (Figura 1). A partir de este
punto se incorpora, por un lado el abordaje de la categoria
masculina y por otro, un paso adicional tras la obtencién de los
pesos de las distintas acciones del juego con el fin de mejorar
la interpretabilidad de los resultados obtenidos y caracterizar
el rendimiento de los jugadores mediante la aplicacién de
conjuntos difusos y variables lingiiisticas.
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Fig. 1. Metodologia basada en datos para identificar a los mejores jugadores
y comprender el juicio de los expertos en las competiciones de balonmano.

A. Datos

Los datos corresponden a las estadisticas de acciones rel-
evantes (definidas en [5] - Tabla 1) de los jugadores en
partidos correspondientes a varias competiciones de alto nivel
proporcionados por la European Handball Federation (EHF).

B. Formulacion del problema

En primer lugar se calcula el rendimiento del jugador p en
un torneo es la suma ponderada de sus acciones durante los
partidos (véase la ecuacion (1) propuesta por los autores [5]).

score(p) = Zpi Cw; )]
i=1

Donde n es el nimero de acciones que se han recogido

para evaluar a los jugadores, p; es el valor recogido para ¢

accion (agregado global de partidos jugados), y w; es el peso

de la accion. Ordenados de mayor a menor valor se define
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un ranking de jugadores para cada posicidon. A partir de este
resultado se define una funcién de fitness basada en Mean
Average Precision (MAP) tal y como estd definido en€ [5] .

C. Algoritmos

Una vez determinados los datos y la funcién fitness, se
aplicardn seis algoritmos bioinspirados: Particle Swarm Op-
timization (PSO), Genetic Algorithm (GA), Artificial Bee
Colony (ABC), Ant Colony Optimization (ACO), Gravitational
Search Algorithm (GSA) and Hybrid Firefly - Genetic Algo-
rithm (HFGA).

D. Evaluacion e interpretacion

Con algoritmos de optimizacién se ajustan las pondera-
ciones Optimas, se resuelve 14 veces el problema de opti-
mizacién con cada algoritmo, para cada posicién especifica
(Hay 7 posiciones en balonmano) y hay que repetirlo para
femenino y masculino. Posteriormente, se validardn utilizando
datos reales de mundiales de balonmano femenino y mas-
culino, comparando los resultados obtenidos con el ranking
propuesto por los expertos. En este trabajo se incorpora el
uso de conjuntos difusos y etiquetas lingiiisticas con el fin
de definir las variables mas determinantes en cada posicién
especifica del juego. Basdndonos en el trabajo realizado por
[3], cada criterio se evalia mediante etiquetas lingiiisticas
pertenecientes a uno de los siguientes conjuntos de etiquetas
predefinidos.

S® ={s% = H — High, s3 = M — Medium, s3 = L — Low}
S® ={s° = VH — Very_High,sy = H — High,
s3 = M — Medium, s; = L — Low,

52 = VL —Very_Low}
@)

IV. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

Este trabajo presenta una metodologia que completa los
trabajos existentes para evaluar jugadores de alto rendimiento,
primero porque abordara el problema para todas las posiciones
especificas en categoria femenina y masculina. A su vez, a se
introduce una capa de interpretabilidad con conjuntos difusos
y variables linglifsticas para caracterizar el rendimiento de los
jugadores.
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Abstract—This work summarizes the proposal entitled “Fuzzy
processing applied to improve multimodal sensor data fusion
to discover frequent behavioral patterns for smart healthcare”,
which introduces an automatic methodology for the fusion and
fuzzification of multisource sensor data. This fuzzy logic-based
method enhances the interpretability and interoperability of
complex datasets and has been validated in sensorized homes of
Type II diabetic patients located in Cabra (Spain). The proposed
system enables the identification of behavioral patterns and the
optimization of clinical monitoring, demonstrating high potential
to improve healthcare delivery through advanced data fusion
techniques.

Index Terms—Data fusion, Sensor data, Sensor fuzzification,
Smart healthcare

I. INTRODUCTION

The use of sensor technologies in healthcare environments,
such as hospitals, nursing homes, and domestic settings, gen-
erates large volumes of data with high potential to provide
valuable insights into patients’ habits and behaviors. The
increasing interest in exploiting such information has driven
the development of advanced processing and analysis methods,
particularly through data mining techniques aimed at detecting
behavioral patterns that may support clinical decision-making.

In this context, systems based on the Internet of Medical
Things (IoMT) enable continuous data acquisition through
multimodal sensors. However, the heterogeneity and volume
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of the data, together with their continuous and fine-grained
nature, make direct analysis challenging. Therefore, it is nec-
essary to implement data fusion and transformation processes
that produce more compact and interpretable representations.
In this regard, fuzzy logic constitutes an effective tool for
modeling the uncertainty inherent in sensory data, facilitating
its interpretation through linguistic labels.

The work entitled “Fuzzy processing applied to improve
multimodal sensor data fusion to discover frequent behav-
ioral patterns for smart healthcare” [1] presents an automatic
methodology that combines multisensor data fusion with a
fuzzification process that does not require expert knowledge.
Its aim is to extract association rules that describe behavioral
routines relevant to healthcare professionals. The proposal has
been validated in a real-world scenario: sensorized homes
of patients with type II diabetes, demonstrating its practical
applicability in smart healthcare systems oriented toward the
monitoring and improvement of daily habits.

The document is structured as follows. Section II presents
the fuzzy logic-based rule extraction process. Section 1 intro-
duces the use case in which the proposed methodology has
been applied. Finally, Section IV outlines the conclusions and
future work.

II. A FUZZY-BASED SYSTEM FOR PATTERN MINING IN BIG
DATA

The proposal presented in this work is based on an intel-
ligent system designed to detect behavioral patterns in older
people from data collected by multimodal sensors deployed
in real home environments. The system is structured into
four main phases: data acquisition, pre-processing and fusion,
fuzzification, and pattern mining through fuzzy association
rules.



First, data acquisition is carried out using sensors that
capture physical activity, indoor location, and environmental
conditions, integrated within an edge—fog—cloud architecture
and protected through secure communication protocols. In
the pre-processing phase, data are temporally normalized into
one-minute intervals, and outliers or irrelevant transactions
are discarded. Subsequently, during the fusion phase, con-
textual information is enriched by associating sensors with
the user’s position in the home using spatial anchors and
proximity-based membership functions. This information is
transformed through a fuzzification process that generates
automatic linguistic labels, enabling the intuitive interpretation
of continuous data and facilitating further analysis through
data mining algorithms. Finally, fuzzy association rules are
applied within a Big Data environment using Apache Spark,
allowing the extraction of frequent behavioral patterns.

Experimental results demonstrate the system’s scalability,
computational efficiency, and ability to produce interpretable
outcomes for healthcare professionals. The combination of
data fusion techniques with fuzzy logic not only enhances the
quality of the dataset, but also enables the discovery of relevant
routines, such as hygiene habits or treatment adherence, key
elements for monitoring in smart healthcare environments.

III. USE CASE: SMART HOME

To validate the effectiveness of the system, it was integrated
into a real home (see Figure 1) inhabited by an older person,
where a sensor network was deployed to monitor the user’s
daily routines.

For this purpose, the following devices were installed across
all key areas of the home, including the user through wearable
technologies:

Motion sensors

Environmental sensors

Open/close sensors

Fixed location devices (Raspberry Pi)
Activity wristband

Central node (Raspberry Pi)

This infrastructure enables the detection of daily activities
related to hygiene, meals, rest, medication intake, and user
localization, even in multi-occupant settings, thanks to the inte-
gration of indoor positioning technologies based on Bluetooth
Low Energy.

In this case, the application of the fuzzy association rule al-
gorithm enabled the identification of meaningful relationships
between behaviors and time slots. For example, routines such
as tooth brushing followed by medication intake in the early
morning were discovered, as well as shower usage prior to
that same activity.

{teeth = using, Medication = open} —
{time = earlyMorning}
The proposed approach, based on contextual data fusion

and the use of fuzzy linguistic labels, significantly reduced the
generation of irrelevant rules compared to traditional methods,
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Fig. 1. Distribution of the dwelling used in the case study, location of the
devices used and example of the activation range of the monitored elderly
person obtained based on the proximity of these devices

thereby enhancing the interpretability and practical usefulness
of the results for healthcare professionals.

Moreover, a substantial improvement in performance and
scalability was observed when applied to scenarios involving
large volumes of data. The reduction in dataset size, achieved
by filtering out non-relevant information, combined with dis-
tributed processing in Big Data environments, enabled faster
pattern extraction and optimized the use of computational
resources.

IV. CONCLUSIONS AND FUTURE WORK

In this work, a data mining system was developed and
applied to a real-world setting, specifically in a home located
in Cabra, Spain, with the objective of discovering behavioral
patterns through the integration of data fusion techniques and
fuzzy logic. The proposed system demonstrated significant
improvements in computational efficiency and interpretability,
due to the reduction in data volume and the use of linguistic
labels that facilitate the understanding of results by end users,
such as medical professionals.

Furthermore, the system has proven to be scalable and
adaptable to other contexts, including hospitals and nursing
homes, as well as to different population profiles, such as
patients with chronic diseases. The extraction of patterns,
such as hygiene routines or treatment adherence, shows great
potential for anticipating behavioral deviations and enabling
early interventions. Future work will focus on increasing
the number of sensors, improving result visualization, and
strengthening security mechanisms through techniques such
as federated learning, in addition to conducting a qualitative
and quantitative evaluation of the system’s impact in clinical
practice.
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Abstract—This work proposes a new approach to smoothing
RGB images. A new median filter is introduced considering
smoothing filters as penalty functions that must respect two
fundamental properties: discrete domain and monotonicity. For
applying this to the RGB images, decomposable functions are
defined. The effectiveness of this approach is illustrated by
adapting two traditional methods based on the mean and median.
Finally, the advantages of the proposed decomposable median
method compared to traditional average approach are shown.

Index Terms—Image Pre-processing, Smoothing, RGB, Median
filter, Decomposable functions

I. INTRODUCTION

In the digital image analysis field, pre-processing is a critical
step to ensure the effectiveness of any downstream algorithms.
One of the most important techniques in this step is smoothing
[1]. The proper application of smoothing techniques is key to
the success of subsequent tasks such as edge detection, region
segmentation, etc.

Several well-known approaches and filters, such as mean,
median, and Gaussian, are applied, each with different prop-
erties and applications [2]. However, most of these tech-
niques were originally developed for single-channel images
(grayscale), and their application to multichannel typically
involves processing each channel independently, disregard-
ing potential inter-channel dependencies. This limitation is
particularly evident in the context of smoothing techniques,
where the added complexity of preserving both spatial and
chromatic consistency in color images remains an open and
often overlooked challenge [3].

In this work, which is based in [4], we propose a reinterpre-
tation of these approaches within the framework of separable
or decomposable’ monotonic functions (as we defined them).
This allows studying their properties from a mathematical
perspective. We explore how traditional smoothing methods
can be reformulated under these decomposable functions and
analyzing their behavior in terms of monotonicity, ensuring
that if the aggregation is monotonic for each channel indepen-
dently, the smoothing result will also preserve this property.

The presented approach provides a unified formulation for
different smoothing methods and opens the possibility of
designing new image processing techniques with well-defined
properties in terms of aggregation and monotonicity.

Present research has been supported by Goverment of Spain (grants
PID2021-122905NB-C21,  PID2021-122905NB-C22  and  PID2023-
1465400B-C42).

34

II. SMOOTHING IN GRAY-SCALE IMAGES

Smoothing functions aim to reduce the noise and attenuate
abrupt intensity variations, facilitating subsequent tasks such
as segmentation, edge detection, among others [5]. Smoothing
functions are usually defined on images with a single dimen-
sion (i.e. gray-scale images where I, ; € 7 = {0,...,255})
and can be seen as functions (convolutions) that, for each
pixel I; ; (the ‘central pixel’), return a value Ifj resulting
from the aggregation of neighbors’ image values. It is im-
portant to notice that pixel (i,j) belongs to its neighborhood:
(i, ) € N, j).

Two well-known smoothing filters are the mean filter
(which calculates the average of the values in N(4,75)) and
the Gaussian filter (which calculates the weighted average of
the values in N (7, j) with the weights derived from a Gaussian
distribution).

For a given pixel I; ;, most of the smoothing functions are
monotonic and can be defined as functions from 71Nl
T as:

i=|N(3,7)|

E Aixi |,
i=1

where ¢ is a function from [0,255] — {0,...,255} dis-
cretizing the continuous result of the average function into the
discrete space 7 = {0,...,255}.

The discretization or truncation function to transform a real
number into a {0,...,255} value can result in a loss of
subtle intensity variations and may introduce artifacts in the
smoothed image. Moreover, the truncation in the discretization
process can blur edges or fail to preserve critical structural
information, leading to loss of image detail.

Another issue arises when dealing with the median filter
that is usually defined only for windows with odd number of
pixels (The median of 9 values x4, ..., zg € T can be always
expressed as z(s), which belongs to 7".) But this fact could be
changed when the cardinality of N (4, j) is even.

Definition 1: Let us define the neighborhood of radius & for
pixel (4,7), as Ni(4,7) = {L, s, with |[r —i| < k and |s—j| <
k}, the set of neighbors at distance less or equal than k.

The median of a set of points in R can be viewed as the
element that minimizes the sum of distances between that point
and the set, and the mean minimizes the sum of the squared
distances. These properties can be used to redefine smoothing
functions.

fs(@1,. sz NG ) =9



Definition 2: Given a neighborhood of radius k for pixel
(4,7), Ni(i,5) = {x1,...,%n, 5} the Median function
oM - TINk(D| 5 T can be defined as:

|N%(4,9)]
oM (zy, ... VTN (ig)]) = arggréig Z |x; — al.
i=1
Definition 3: Given a neighborhood of radius k£ for pixel
(4,9), Ne(i,j) = {x1,...,2n,(,j)}> the Mean function
TIN5 [0, 255] can be defined as:

[Nk (4,51
2

Mean(z1,...,2|N, @, )) = arg min (z; —a)”.

a€[0,255]
Let us observe that Definition 3 implies that Mean must be
truncated to ensure that the output belongs to {0, ...,255}.

III. SMOOTHING IN RGB IMAGES

The most natural way to approach the problem of smoothing
an RGB image is to decompose the partially ordered space
T ={0,...,255}3 into each of its components, so that all the
measures defined in the gray-scale case can be extrapolated to
the RGB or other multichannel contexts.

We will address the concept of decomposable as a partially
ordered set 7 that is expressed by a Cartesian product, i.e.
T =71 X ... x T of linearly ordered spaces 7;.

Definition 4: Given a partial order 7, we will say that it
is decomposable when 7 = 71 X ... X T, T; being a linear
order set.

From this definition, we can see that the RGB space of
digital images 7 = {0,...,255}% is decomposable into
three gray-scale spaces 7 = R x G x B, where R,G,B =
{0,...,255} are linear orders.

Let us note that here exists a natural way to build smoothing
functions in decomposable sets from monotonic functions of
their projections.

Given a decomposable set 7 = T; x ... X T with the
natural order obtained from the respective linear orders of 7;,
and given f': 7" — 7T; a monotonic function for all i =
1,...,k, the following function f is a monotonic function
from 7" to T: f = (f1,..., f¥)

Given a RGB image defined in 7 = {0,...,255}3, the
function fM = (M oM ¢M): T" — T (Decomposable
Median) is a monotonic function where,

[ N&(2,5)]

Z |x; — al.
i

=1

min
a€{0,...,255}

M
OV (15 TN (i,))) = arg
IV. RESULTS AND DISCUSSION

The previously defined ¢*¢%*™ smoothing filter was ap-

plied over the 50 first grayscale images of BSDS500 [5].

In order to evaluate the aggregation produced by the
smoothing methods, they were tested with Sobel operator
employing different strategies as it was made in [6].

The results show a superiority when employing our ‘de-
composable’ method. To reflect this it is shown in Figure 1 a
visual example of outputs of both smoothing approaches.
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W 1
Fig. 1. An example of outputs of both smoothing approaches (average and
median).a=original image, b=human ground-truth, c=Median method thr=180
and d=Average method thr=180.

Fig. 2. Sobel performance of different methods with gray-scale and RGB
images

The presented approach opens the possibility of designing
new image processing techniques with well-defined properties
in terms of aggregation and monotonicity. As demonstrated,
our way of smoothing defined in non-linearly orderable spaces
(because we are working in RGB), is more efficient than
other classical methods, and furthermore, they are methods
with great mathematical potential by respecting monotony in
all directions. Median method’s was proved to be superior to
Average method.
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Abstract—La diabetes plantea un reto sanitario global que
requiere interpretar adecuadamente los datos generados por
sensores. Este trabajo propone un sistema basado en logica
difusa (FL) para generar restimenes lingiiisticos de datos de
monitorizacion continua de glucosa (CGM). Integrado en una
arquitectura del Internet de las Cosas (IoT) multipaciente,
permite describir series temporales (TS) en lenguaje natural,
facilitando su comprension por profesionales, pacientes y famil-
iares. La propuesta se compara con GPT-4, destacando ventajas
en interpretabilidad, eficiencia y sostenibilidad.

Index Terms—Logica difusa, Monitorizacion continua de glu-
cosa, IoMT, Restimenes lingiiisticos de series temporales, Gen-
eracion de lenguaje natural, diabetes, GPT.

I. INTRODUCCION

La diabetes mellitus es una enfermedad metabdlica causada
por una insuficiencia parcial o total de insulina, afectando a
mds de 537 millones de personas en el mundo [1]. Pese a que
los sistemas sanitarios actuales dotan a sus pacientes con dis-
positivos inteligentes para la CGM a través de sensores, aun se
enfrentan al desafio de ofrecer una atencién personalizada, en
gran parte por la complejidad y volumen de datos generados.

En este contexto, la FL surge como un enfoque clave para
modelar la incertidumbre inherente a los datos de glucosa.
Pese a que existen numerosos trabajos en el manejo de datos de
diabetes, estos se enfocan en la prediccién de valores futuros
o en determinar si el paciente padece o no la enfermedad [2],
no abordando asi técnicas interpretables que permitan llevar a
cabo un control adecuado de los pacientes.

Como consecuencia, se propone una arquitectura IoT mul-
tipaciente para la recogida de datos en tiempo real, combinada
con un sistema basado en FL para generar descripciones
lingiiisticas interpretables de TS de glucosa. La validacion del
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sistema se realiza a través de una evaluacién del mismo por
parte de los usuarios finales, asi como una comparativa con
modelos de generacién de lenguaje natural como GPT-4, en
términos de interpretabilidad, eficiencia, contenido semdantico
y sostenibilidad.

II. TRABAJOS RELACIONADOS

En el ambito de la CGM en pacientes con diabetes, nu-
merosos trabajos proponen el uso de dispositivos IoT para
recopilar datos biométricos. Sin embargo, muchas de estas
propuestas no describen una arquitectura concreta multipa-
ciente ni ofrecen informacién completa sobre los sensores
empleados.

Por otra parte, para afrontar la incertidumbre inherente
en los datos monitorizados, se recurre a la FL [3], la cual
ha demostrado ser fundamental para generar descripciones
lingtiisticas de TS (GLiDTS), tal y como se refleja en [4].
Aunque los modelos de lenguaje como GPT-4 han comenzado
a utilizarse para resumir datos de CGM [5], estos presen-
tan errores, alucinaciones o subjetividad en descripciones
lingiiisticas que abarcan varios dias, revelando asi la necesidad
de andlisis diarios detallados.

ITII. ARQUITECTURA DEL SISTEMA

La arquitectura del sistema combina el sensor comercial
Freestyle Libre 3 [6] con una aplicacién mévil que recoge los
datos en tiempo real; a diferencia del glucémetro tradicional,
el dispositivo IoT permite una recopilacién completa de los
niveles de glucemia sin intervencion del usuario, durante un
periodo de 14 dias. Para ello, se emplea la aplicacién xDrip+
[7], que facilita la lectura continua del sensor y el envio
automatico de los datos al servidor. Los valores de glucosa,
el timestamp y el utcOffset se almacenan y preprocesan en
un servidor propio, que ademds aloja una plataforma web
con el motor de generacién de resimenes lingiiisticos. La
comunicacion se realiza mediante una API REST que replica
la funcionalidad de Nightscout [8], y adaptada para gestionar
multiples pacientes de forma simultinea.



IV. METODOLOGIA DE GENERACION DE RESUMENES
LINGUISTICOS

Las TS registradas en tiempo real son convertidas a lenguaje
natural de manera interpretable, abordando asi las limitaciones
encontradas en la literatura.

En primer lugar, los datos con preprocesados, destacando el
uso del algoritmo Moving Average Window para la imputacién
de valores perdidos en intervalos de tiempo no superiores a
media hora. Posteriormente, se aplica el algoritmo Ramer Dou-
glas Peucker [9] para la segmentacioén de la TS, obteniendo
asf dos TS (la original y la segmentada). Cada segmento se
caracteriza usando funciones de pertenencia difusas asociadas
a los niveles de glucosa, la tendencia de los segmentos y, los
momentos del dia al que pertenece cada uno de los puntos.
Asi, la TS segmentada permite la caracterizacién de eventos
(i.e.: hipoglucemia, hiperglucemia, picos y mesetas). Por su
parte, a partir de la TS original con el etiquetado de niveles
de glucosa, los momentos del dia y el uso de cuantificadores
difusos, se permite la generacién de Protoformas de tipo 2
(p-ej.: Por la mafiana, la mayoria de los niveles de glucosa
fueron altos).

Una vez se genera la descripcién de la TS, cada una de las
sentencias se evalda en funcién del grado de verdad (DoT), el
cual debe ser superior o igual a 0.7 para ser admitida en el
resumen final. Adicionalmente, un marco de reglas de calidad
es utilizado, evitando repeticiones y redundancias, dando asi
prioridad a eventos significativos de manera progresiva en el
tiempo, proporcionando una descripcion desde lo mds general
a lo mds especifico.

V. RESULTADOS Y DISCUSION

El sistema ha sido evaluado sobre un conjunto de datos
reales de un paciente con diabetes tipo 1, con mds de 200 dias
monitorizados. Para validar el conjunto de datos recogidos,
este fue computado de forma tal que se hizo el cdlculo de todas
las posibles protoformas que se podrian generar. El resultado
fue que el 89% de estas fueron activadas, lo que evidencia una
amplia cobertura de los eventos esperados en los datos.

Una encuesta realizada a pacientes, familiares y per-
sonal clinico arrojé una puntuacién media de usabilidad del
73%, destacando la claridad, brevedad y relevancia de los
resimenes. Comparado con GPT-4 y su plug-in Data Analyst
(variando el prompt del modelo entre la TS original y la TS
segmentada), nuestra propuesta se ensalzd en aspectos clave
como la precisién, la dindmica temporal, la relevancia del
contenido, la claridad narrativa, la escalabilidad del sistema
y su sostenibilidad a largo plazo, esto ultimo considerando
los Objetivos de Desarrollo Sostenible #3 (Salud y Bienestar)
#10 (Reduccién de las desigualdades) y #12 (Produccién
y Consumo Responsables). Igualmente, cabe destacar como
el plug-in Data Analyst obtuvo la mayor valoracién en el
escenario en que el prompt contenia la TS segmentada.

VI. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

Este estudio ha presentado una arquitectura completa para
la generacién de resiumenes lingiiisticos de alta calidad a partir
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TABLE I
COMPARATIVA DE RESUMEN LINGU{STICO CON GPT-4 DATA ANALYST.
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Nuestra propuesta: Los niveles de glucosa (GL) recogidos comprenden el
dia completo. El GL fue normal durante el dia. Por la noche, ha aparecido
un conjunto de 3 picos durante unas 6 horas con un maximo de 226,0
mg/dL a las 01:00 horas. A continuacién, se ha detectado un episodio
de hipoglucemia de 42,0 mg/dL hacia las 05:45 horas. Por la tarde, se
ha detectado un episodio de hipoglucemia de 63,0 mg/dL hacia las 17:00
horas, seguido de un pico de 190,0 mg/dL hacia las 18:45 horas. Por
dltimo, casi todas los GL han sido normales durante 3 horas con una
tendencia creciente.

GPT-4 Data Analyst (TS segmentada): Las mediciones de glucosa
variaron significativamente, con un minimo de 42 mg/dL y un mdximo
de 226 mg/dL. Se produjeron hipoglucemias a las 05:45, 09:00, 16:55 y
17:50 horas, mientras que se observaron episodios de hiperglucemia a las
01:05, 02:20, 03:25 y 18:45 horas. En total, el nivel medio de glucosa fue
de 133,94 mg/dL. [...] (Informacién superflua)

de TS de glucosa, mediante un modelo de representacion del
conocimiento y una arquitectura de monitorizacién en tiempo
real para multiples pacientes, basada en sensores continuos de
glucosa intersticial. De esta manera, se persigue fomentar una
mejora en el bienestar de las personas a la vez que se alivia
la carga de los sistemas sanitarios actuales.

El sistema permite visualizar e interpretar los datos de
manera comprensible, implicando a expertos y usuarios en
su diseflo, aplicando FL para transformar patrones relevantes
en descripciones en lenguaje natural. Como trabajo futuro,
se plantea ampliar el andlisis a periodos mds largos, con
el objetivo de evaluar la evolucion del paciente y posibles
cambios en sus habitos alimentarios.
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Abstract—L os Sistemas Difusos mantienen su inter és debido
a su alto nivel de explicabilidad frente a otros modelos en €l
ambito de la IA actual. En entornos dindmicos, los Sistemas
Difusos que Evolucionan permiten modelar el conocimiento en
tiempo real, adaptédndose a los cambios en e entorno. No
obstante, en tareas de regresion y control, estos modelos han
sido abordadosprincipalmentedesde un punto devista centrado
en la precision, usando Sistemas Difusos de tipo Takagi-Sugeno
y Neuro-Difusos. En estetrabajo seaborda €l disefio de Sistemas
Difusos Linglisticos Adaptativos en Linea para Regresion y
Control, primando por tanto su interpretabilidad frente a la
precision delas predicciones.

Keywords—Sistemas Difusos Linguisticos, Sistemas Difusos
Adaptativos en Linea, Sistemas Difusos Evolutivos, Aprendizaje
Online, Inteligencia Artificial Explicable

I. INTRODUCCION

Desde su concepcion, los Sistemas Basados en Reglas
Difusas (SBRD) han favorecido e manejo y modelado del
conocimiento de manerasimilar acomo lo hacen loshumanos,
lo que permite interpretar de manera sencilla sus criterios y
razonamiento. Ademés, son ampliamente preferidos por su
manejo de laincertidumbrey laimprecision

Circunscribiéndonos a los empleados para regresion y
control, segin su arquitectura podemos distinguir entre
diferentes paradigmas:

e Mamdani o Linglisticos: Usan reglas con etiquetas
lingliisticas tanto en los antecedentes como en los
consecuentes de las reglas. A menudo, utilizan la
misma representacion de los conceptos linguisticos
para todas las reglas. de esta manera, se favorece en
gran medida la interpretabilidad sacrificando
precision, a tener menor capacidad de adaptacion alos

datos[1].

Takagi-Sugeno-Kang (TSK o TS): Usan etiquetas
lingliisticas solo en los antecedentes de las reglas,
representando  habitualmente cada etiqueta un
concepto distinto en cada regla. Los consecuentes
estan formados por polinomios cuyos coeficientes se
gjustan en base alos datos de entrada [1].

Neuro: Estos sistemas hibridan e manejo de la
incertidumbrey laimprecision delaL égicaDifusacon
la arquitectura de conexion de las Redes Neuronales
Artificides[2].

Segun la técnica utilizada para gjustar los parametros del
modelo, podemos distinguir entre:

Este trabgjo ha sido financiado por € Ministerio de Ciencia,
Innovacién y Universidades, bajo el proyecto PID2023-150070NB-100.
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Metaheurigticas Bio-inspiradas. Se basan en
diferentes metéforas biologicas para optimizar la
funcién de proyeccion entre los datos de entradary la
salida del modelo. Cabe destacar dentro de este grupo
a los Sisemas Difusos Evolutivos, Evolutionary
Fuzzy Systems, llamados asi por emplear algoritmos
genéticos 0 evolutivos en genera, ampliamente
utilizados por sus buenos resultados [3].

Descenso por gradiente: Estas técnicas guiadas por la
derivada del error permiten una buUsqueda de
parametros mas exacta, aunque habitualmente con
escasa  exploracion,  viéndose  perjudicados
frecuentemente por los minimos locales [4].

Estas técnicas de gjuste a menudo se g ecutan de manera
offline, sobre un conjunto de datos establecido. De esta
manera, e modelo obtenido permanece estético,
independientemente de los posibles cambios en el entorno. En
entornos dinamicos, donde € comportamiento de los datos
puede variar con el paso del tiempo, es Util utilizar técnicas de
gjuste en linea u online para evitar que & modelo quede
obsoleto.

Los Sigemas Difusos que Evolucionan, Evolving Fuzzy
Systems, se basan en técnicas de gjuste online para mantener
los pardmetros del modelo actualizados, manteniendo la
precision de las predicciones en tiempo real [5]. Desde que
fueron propuestos por P. Angelov a principio de los 2000, han
destacado por su gjuste incremental sobre datos generados en
tiempo real en una sola pasada.

Sin embargo, la gran mayoria de aportaciones en esta area
son de tipo TS o Neuro-Difusos. Consideramos que €l uso de
modelos difusos linglisticos en entornos dindmicos es de
interés en la actudidad, propiciando alternativas mas
interpretabl es.

La Inteligencia Artificial Explicable no solo se basaen la
interpretabilidad de los modelos, pues comprende varias
caracteristicas que permiten a los humanos confiar en ellos:
Interpretabilidad, Explicabilidad, Comprensibilidad,
Inteligibilidad y Comprensibilidad. En este sentido, no solo la
arquitectura del modelo resultante debe ser explicable: e
método de gjuste debe ser también transparente, y por €ello
consideramos oportuno basar € disefio de este modelo en
técnicas evolutivas.

En este trabajo se aborda preliminarmente el desarrollo de
SBRDs Linglisticos para regresén y control que
Evolucionan, favoreciendo lainterpretabilidad de |os modelos
mientras se mantienen gjustados en tiempo real.



II. SISTEMAS DIFUSOS LINGUISTICOS QUE EVOLUCIONAN

Se propone un model o basado en el uso de unaarquitectura
Linguistica, ajustada mediante algoritmos evolutivos, sobre
un flujo de datos online. Para ello, se propone € flujo de
trabajo representado en el Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Pseudocédigo del modelo propuesto

1: Para cada instanciax do

2. Preprocesar instancia ¥

3:  SiBResvaciaEntonces

4: Inicializar primeraregla

5. Sino

6: Si instancia es no cubierta Entonces
7 Generar Regla cubrimiento
8: A. Evolutivo de los parémetros de laBC
9: Si hay reglas similares Entonces

10: Combinar Reglas

11: Si hay reglasirrelevantes Entonces
12: Eliminar Reglas

El modelo propuesto se compone principamente de dos
madulos:

e Aprendizaje de la Base de Conocimiento (BC): La
Base de Datos (BD) se obtiene particionando el
universo de discurso con etiquetas linguisticas
triangulares. La Base de Reglas (BR) se obtiene
generando reglas por cubrimiento: se genera cada
regla usando las etiquetas de los antecedentes y
consecuentes con mayor grado de pertenencia parala
instancia. Adicionalmente, se combinaréan las reglas
que superen € umbral de similitud y se podarén las
gue no superen € umbral de relevancia.

Ajuste evolutivo de la BC: Los pardmetros de la BC
se gjustan mediante un algoritmo genético CHC
online. Este gjuste se realiza de forma incremental,
manteniendo € mejor cromosoma entre gjecuciones
sucesivas. Para cada nueva instancia, se gecuta €l
algoritmo genético.

Inicialmente, tanto la BD como la BR estén vacias. La
primerainstanciainicializala BD asignando a cada variable,
tanto de entrada como de salida, una etiqueta linguistica cuyo
valor coincida con €l centro de la etiqueta. A partir de estas
etiquetas se generala primeraregla.

A medida que € entorno evoluciona, cada vez que se
recibe una nueva instancia, se actualiza primero la BD. Para
ello, se modifican los valores méximos y minimos del
universo de discurso de cada variable, y se redistribuyen las
etiquetas en consecuencia. S la nueva instancia no esta
cubierta por ninguna de las reglas existentes en la BR, se
genera una nuevareglaque la cubra.

Posteriormente, se gjecuta € algoritmo genético para
gjustar los pardmetros dela BC teniendo en cuenta Ginicamente
la instancia actual. Concretamente, el gjuste se realiza sobre
los pardmetros correspondientes a la posicion y la anchura de
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cada una de |as etiquetas en laBD, y se g ecuta hasta cumplir
un criterio de parada predefinido.

A continuacion, se realiza una comprobacion de similitud
entre reglas, empleando criterios de distancia entre etiquetas.
Las reglas que superan un umbral de similitud se combinan.
Finalmente, seevallialarelevanciade cadaregla, calculadaen
funcién de su antigliedad y del nimero de instancias que
cubre. Las reglas que superen un umbral de irrelevancia son
eliminadas.

Este proceso de guste de pardametros mediante el
algoritmo genético y de reestructuracion delaBR, atravésde
lageneracion, combinaciény eliminacion dereglas, serealiza
de forma continua, manteniendo la BC actualizada y
garantizando la precision en las predicciones.

I11. ESTUDIO EXPERIMENTAL

Actualmente, € modelo propuesto se encuentra ain en
fase de experimentacidn y se prevé, en breve, en la version
fina de este documento incluir dichos resultados que
consisten en mostrar y evauar su rendimiento empleando
conjuntos de datos representativos comparado con otros
SBRDs, con € fin de andizar las caracteristicas de los
sistemas obtenidos y su nivel de desempefio. En cuaquier
caso, su fortaleza se encuentra en la comprensibilidad del
modelo frente a otras opciones clésicas en Sistemas Difusos
que Evolucionan, tipo TS, 0 amodelos de caja negra.

IVV. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha propuesto abordar € vano detectado
entre las propuestas de la literatura comprendido por e
desarrollo de Sistemas Difusos Linguisticos pararegresion en
el ambito de los Sistemas Difusos que Evolucionan. Se ha
elaborado una propuesta sobre como disefiar estos modelos
desde un enfoque que primalaexplicabilidad del modeloy €
mecanismo de gjuste frente ala precision de las predicciones.

Si bien se trata de una propuesta preliminar, consideramos
gue es unaviade trabajo con proyeccion, dado que se trata de
un ambito de aplicacion red, por gemplo, integrado en
dispositivos para control, que pudiesen requerir confianza y
certificacion.
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Abstract—La reduccion de dimensionalidad de imagenes con
ruido es un reto clave en sistemas de vision con recursos limitados.
Este trabajo propone una metodologia basada en funciones de
agregacion inspiradas en la integral de Choquet, combinando
operadores clasicos (media, mediana), la integral de Choquet y
variantes de su generalizacion. En cada region de la imagen,
el enfoque adapta de manera dinamica el tipo de operador
y la medida difusa que fusiona las caracteristicas, capturando
relaciones entre pixeles y aumentando la robustez frente al
ruido. Este esquema reduce la dimensionalidad preservando la
informacion relevante. La novedad del estudio radica en integrar
la flexibilidad de la integral de Choquet con una selecciéon local
inteligente de funciones de agregacién. Se espera mayor calidad
en la representacion compacta y una mejor robustez ante ruido
en comparaciéon con métodos tradicionales.

Index Terms—Reduccion de dimensionalidad, procesamiento
de imagenes, funciones de agregacion, integral de Choquet,
operadores inspirados en d-Choquet

I. INTRODUCCION

La reduccion de dimensionalidad en procesamiento
de imdagenes juega un papel fundamental cuando el
almacenamiento y la eficiencia son criticos, como en sistemas
de vision en tiempo real o en dispositivos empotrados.
Técnicas clasicas como el andlisis de componentes principales
(PCA) permiten proyectar los datos en un espacio de menor
dimension preservando la mayor parte de la varianza [1],
mientras que en el dmbito de redes neuronales convolucionales
(CNN) se emplean capas de pooling para resumir regiones
locales de la imagen [2]. Sin embargo, estos métodos suelen
ser sensibles al ruido y pueden perder detalles estructurales
importantes.

Para mejorar la robustez frente a diversos tipos de
ruido, en la literatura se han explorado operadores de
agregacién basados en la integral de Choquet con medidas
difusas [3] y, mds recientemente, familias de operadores d-
Choquet inspirados que combinan funciones de disimilitud y
estrategias de fusion de manera flexible [4]. Adicionalmente,
principios de desviacién moderada ofrecen un marco para
cuantificar similitud entre datos ruidosos [5]. Estos enfoques
permiten capturar relaciones no lineales entre pixeles, pero
habitualmente requieren disefar una configuracién fija de la
medida difusa, lo que limita su adaptabilidad a regiones con
caracteristicas distintas.
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II. METODOLOGIA PROPUESTA

La estrategia desarrollada se basa en el procesamiento local
de la imagen mediante una ventana deslizante de dimensiones
3 x 3. Para cada bloque de nueve pixeles se generan multiples
estimaciones del valor representativo utilizando distintos
operadores de agregacion: funciones clasicas (media, mediana,
minimo y maximo), la integral de Choquet con medida difusa,
variantes de operadores d-Choquet y un esquema basado en
principios de desviacion moderada. Cada operador aporta
diferentes propiedades de conservaciéon de informacién y
eliminacién de ruido.

Una vez procesadas todas las regiones, la imagen reducida
se reconstruye mediante interpolacién lineal a su resolucién
original. Esta etapa facilita la evaluacién cuantitativa de la
calidad de la representacién utilizando métricas estdndar, al
comparar directamente con la referencia sin ruido.

El método propuesto presenta un diseno modular y
adaptable: la incorporacién de nuevos operadores o ajustes en
el criterio de seleccion puede realizarse de forma transparente.
Su capacidad de adaptacién local lo convierten en una
alternativa prometedora.
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Abstract—El auge de datasets a gran escala en el ambito
médico ha impulsado la generacién automatica de texto clinico.
Sin embargo, la descentralizacion y fragmentacién de los histori-
ales clinicos dificultan la creacién de resiimenes contextualizados
y completos sobre los pacientes. En este trabajo, proponemos
una metodologia para la unificacion de historias clinicas a
nivel de paciente centrada en el dataset MIMIC-IV y recursos
complementarios como PhysioNet. Nuestra estrategia permite
consolidar miltiples fuentes de datos hospitalarios en una vnica
representacion estructurada, que luego es empleada para generar
prompts personalizados segin la especialidad médica. Estos
prompts son utilizados por modelos de lenguaje de gran escala
(LLMs) para producir restimenes clinicos claros y eficientes.
Los resultados respaldan la viabilidad de nuestra propuesta
para mejorar la comprension integral del paciente y favorecer
aplicaciones clinicas de apoyo a la decision.

Index Terms—Ilarge language models, healthcare, text sum-
marisation, data fusion

I. INTRODUCCION

La publicacién de datasets a gran escala en el &mbito médico
ha marcado un antes y un después en la investigacién médica
computacional [1]. Han permitido avances significativos en
la comprensién, modelado y andlisis de datos clinicos en
tareas muy diversas, como puede ser la generacion de texto
clinico [2]. Entre estos recursos, destaca el Medical Informa-
tion Mart for Intensive Care (MIMIC) [1], un dataset de acceso
abierto que proporciona informacién detallada y variada sobre
pacientes atendidos en unidades de cuidados intensivos. La
publicacién de este dataset es especialmente relevante por su
riqueza multimodal (incluye tanto datos estructurados como
notas clinicas, sefiales fisiol6gicas o imdgenes) y por haber
sido adoptado como estidndar de referencia en numerosos
trabajos [3], [4]. Sin embargo, su potencial se puede ver limi-
tado por la descentralizacién en la organizacion y publicacién
de los datos disponibles. Un caso de ello es su aplicacién
a entornos lingiifsticos. A pesar de que existen conjuntos
complementarios (p.ej., PhysioNet [5]) no hay un tinico punto
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centralizado que integre todos estos recursos, lo que dificulta la
construccién de soluciones generalizables a partir de multiples
fuentes de datos. Como consecuencia, los historiales clinicos
estdn desagregados, dificultando el desarrollo de aplicaciones
contextuales que pongan en contexto todo el conocimiento
existente sobre el paciente, y como consecuencia, la calidad y
confianza en los modelos de IA desarrollados para ello.

Estudios recientes en este campo han explorado herramien-
tas basadas en IA generativa para la generacién automatica de
informes clinicos [6]. Destaca el uso de large language models
(LLMs) para resumir registros electrénicos de salud (EHR),
con el fin de reducir la carga de trabajo clinico, generando
borradores de respuestas para asistir al profesional médico [3].
Asimismo, MIMIC se ha usado en tareas relacionadas, por
ejemplo, para detectar el consumo de sustancias (p.ej., alcohol)
por parte del paciente a partir de la informacién almacenada
en los informes clinicos [7].

Este trabajo busca una estrategia global para unificar histo-
rias clinicas con el objetivo de obtener resimenes clinicos con
LLMs, para una comprension rapida y eficiente del paciente.

II. METODO PROPUESTO

La Figura 1 ilustra la metodologia propuesta para resumir
el historial del paciente, basada en los siguientes pasos:

UNIFICACION DE 5 INSTRUCCION AL .
CREACION DE ; GENERACION DEL
DATOSANIVEL —> PROMPTS > LLM: GENERACION = oo ve ' iNico
DE PACIENTE DE RESUMENES

RECOPILACION
DE DATOS

1
MIMIC-IV
(Hospitalizacion, UCI)

1 1 1
Resumen corto del
. paci
ospitalize es comprensior a
y agr

Fig. 1. Metodologia propuesta para la generacién de resimenes clinicos.

a) Recopilacion de datos: Para la generaciéon de in-
formes clinicos, hemos empleado el conjunto de datos MIMIC-
IV, el cual recopila informacién detallada sobre pacientes
ingresados en unidades de cuidados intensivos, incluyendo
historiales clinicos, tratamientos administrados y otros datos
hospitalarios relevantes. Lo hemos combinado con PhysioNet
(dataset con notas clinicas de los pacientes en MIMIC-IV).



b) Unificacion de datos a nivel de paciente: Seleccion,
extraccion y unificacién de multiples tablas contenidas en el
conjunto de datos. Estas tablas incluyen informacién general
del paciente, servicios hospitalarios utilizados y diagndsticos
registrados, entre otros. La integraciéon de los conjuntos de
datos se realiz6 a través del identificador tnico del paciente,
lo que permite reconstruir su historial. Las principales etapas
fueron: (1) Analisis detallado de los datos y sus relaciones;
(2) Depuracién de datos inconsistentes o incompletos; (3)
Integracién en una tnica estructura.

¢) Creacion de prompts: Generaciéon automatica de la
entrada al LLM (prompt) a partir del historial clinico con-
solidado, adaptadas a cada especialidad médica. El considerar
la especialidad médica en la gestiéon del paciente nos permite
personalizar el prompt para adecuarlo a distintas patologias.

d) Instruccion al LLM para generacion de resiimenes:
Restimenes clinicos con los datos unificados, utilizando un
LLM. El proceso se ha personalizado a nivel de dominio
utilizando roles. Evaluamos el resumen con métricas que nos
permiten cuantificar la polaridad, subjetividad, y claridad del
prompt, asi como medidas semdnticas de dominio médico.

e) Generacion del resumen clinico: Obtenemos un re-
sumen breve del paciente combinando distintas fuentes, para
facilitar una comprension répida de su historial médico.

III. EXPERIMENTOS Y RESULTADOS

Se unificaron los datos de pacientes de los conjuntos en
MIMIC-IV (hospitalizaciéon y UCI). La fusién se realizé en
distintos batches debido a limitaciones de memoria. Una vez
fusionados a nivel de paciente, se realizé una segunda fusién
con las notas clinicas de PhysioNet, ocupando un total de 98
GB. El conjunto final fusionado contiene 736,152,332 admi-
siones de pacientes en distintos servicios hospitalarios. Dado
que las notas clinicas estdn en inglés, el procesamiento textual
y la eleccién de modelos de lenguaje se realizé teniendo en
cuenta el rendimiento de los modelos para este idioma.

Para la generacion de resumenes, usamos 150 historiales de
pacientes, obtenidos aleatoriamente de la categoria ‘cardiotho-
racic’. Esta categoria tiene diagnésticos de distinta gravedad
y casuisticas. Como LLMs, utilizamos Gemma-2-2b-it [8], y
disefiado para ofrecer un equilibrio entre rendimiento y efi-
ciencia computacional) y Llama 3.2-1B-Instruct [9], afinado
para seguir instrucciones y generar informes claros y concisos.

Para evaluar la calidad del resumen, usamos las métricas
de comprensién linguistica Flesch Reading Ease, SMOG in-
dex Dale-Chall index y la métrica de similitud Bert-score.
Esta ultima la ejecutamos con BERT (propdsito general) y
Bio_ClinicalBERT, entrenado en textos clinicos. La Figura 2
muestra una comparativa de la legibilidad de los resimenes
obtenidos con Gemma y LLaMA, bajo dos condiciones: gen-
eracion con rol (contextualizada en un escenario médico) y
sin rol. Se evaldan tres métricas clasicas de legibilidad (Flesch
Reading Ease, SMOG, y Dale-Chall) a distintas temperaturas
de muestreo. Los resultados indican que la inferencia con
LLaMA usando rol genera textos mds faciles de leer, con
puntuaciones mas altas en Flesch y mas bajas en SMOG y
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Dale-Chall, especialmente a valores de temperaturas interme-
dios y bajos (es decir, en escenarios mds controlados). En
comparacién, Gemma muestra una legibilidad mds estable
pero menor, y el impacto del rol en este modelo es menos
pronunciado. Los resultados sugieren que en lugar de dificultar
la comprensidén del resumen, el uso de roles mejora la claridad
y accesibilidad de los resumenes, siendo madas efectivo en
el caso de LLaMA. BertScore nos permitié comprobar que
LLaMA genera textos con mayor diversidad de contenido
cuando se usan roles, en comparacién con cuando no.
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Fig. 2. Comparativa de las medidas de legibilidad de los resimenes.

IV. CONCLUSIONES Y LINEAS FUTURAS

En este estudio, hemos podido comprobar que el uso de
roles de especialidad clinica permiten mejorar la calidad de
los resimenes lingiiisticos. En trabajos futuros, evaluaremos
si a partir del resumen generado, un modelo automadtico
puede predecir con éxito eventos clinicos relevantes, con el
objetivo de valorar la utilidad clinica del resumen. Asimismo,
exploraremos métodos para la generacion de resimenes con-
trolables, donde podamos definir el foco del contenido, asi
como mecanismos de style transfer en LLMs para adaptar el
estilo y el nivel técnico del resumen segutn el perfil del lector.

REFERENCES

C. Meng, L. Trinh, N. Xu, J. Enouen, and Y. Liu, “Interpretability
and fairness evaluation of deep learning models on mimic-iv dataset,”
Scientific Reports, vol. 12, no. 1, p. 7166, 2022.

A. Latif and J. Kim, “Evaluation and analysis of large language models
for clinical text augmentation and generation,” IEEE Access, 2024.

S. L. Baxter, C. A. Longhurst, M. Millen, A. M. Sitapati, and M. Tai-
Seale, “Generative artificial intelligence responses to patient messages in
the electronic health record: early lessons learned,” JAMIA open, vol. 7,
no. 2, p. ooae028, 2024.

1. Aden, C. H. Child, and C. C. Reyes-Aldasoro, “International classifica-
tion of diseases prediction from mimiic-iii clinical text using pre-trained
clinicalbert and nlp deep learning models achieving state of the art,” Big
Data and Cognitive Computing, vol. 8, no. 5, p. 47, 2024.

A. Johnson, L. Bulgarelli, T. Pollard, L. A. Celi, R. Mark, and
S. Horng, “MIMIC-IV-ED (version 2.2),” 2023. [Online]. Available:
https://physionet.org/content/mimic-iv-ed/2.2/

R. Luo, L. Sun, Y. Xia, T. Qin, S. Zhang, H. Poon, and T.-Y. Liu,
“Biogpt: generative pre-trained transformer for biomedical text generation
and mining,” Briefings in bioinformatics, vol. 23, no. 6, p. bbac409, 2022.
F. Shah-Mohammadi and J. Finkelstein, “Extraction of substance use
information from clinical notes: Generative pretrained transformer—based
investigation,” JMIR Medical Informatics, vol. 12, p. €56243, 2024.

G. Team, M. Riviere, S. Pathak, P. G. Sessa, C. Hardin, S. Bhupatiraju,
L. Hussenot, T. Mesnard, B. Shahriari, A. Ramé et al., “Gemma 2:
Improving open language models at a practical size,” arXiv preprint
arXiv:2408.00118, 2024.

A. Grattafiori, A. Dubey, A. Jauhri, A. Pandey, A. Kadian, A. Al-Dahle,
A. Letman, A. Mathur, A. Schelten, A. Vaughan et al., “The llama 3 herd
of models,” arXiv preprint arXiv:2407.21783, 2024.

(1]

(2]

(3]

(4]

(5]

(6]

(71

(8]

(91



APIA: Sistema Borroso para la estimacion del
riesgo de incumplimiento en la ejecucion de
contratos publicos.

%' Andrés Montoro-Montarroso
Tecnologias y Sistemas de Informacion
Universidad de Castilla-La Mancha
Ciudad Real, Espafia
andres.montoro@uclm.es

4™ Jesus Serrano-Guerrero
Tecnologias y Sistemas de Informacion
Universidad de Castilla-La Mancha
Ciudad Real, Espaiia
jesus.serrano @uclm.es

Palabras Clave—Administracion publica, contratos, recu-
peracion de informacion, légica borrosa

I. INTRODUCCION

En el dmbito de la Administracién Piblica, la adopcién
de sistemas de Inteligencia Artificial (IA) promete mejorar
la eficiencia de la gestion, optimizar la toma de decisiones y
potenciar la calidad de los servicios [1], [2]. Sin embargo,
su adopcién exige un enfoque responsable que priorice la
gobernanza del dato, la ética y la transparencia, evitando que
los algoritmos deterioren la confianza ciudadana [3].

En este contexto bajo el marco del proyecto “Administracién
Pidblica e Inteligencia Artificial: regulacién y uso de la TA
en el ambito de la contratacion Publica” (APIA) se presenta
un sistema de IA borroso con un enfoque centrado en las
personas. Su objetivo es doble: detectar de forma temprana
posibles irregularidades y riesgos de incumplimiento durante
la ejecucion de contratos publicos y, asistir en la redaccién de
Pliegos de Clausulas Administrativas Particulares (PCAP) para
que las condiciones y requisitos se formulen adecuadamente,
minimizando asi riesgos futuros [4].

II. PROPUESTA

La incorporacién de IA en la contratacién publica responde
a la necesidad de modernizar la Administracién y, al mismo
tiempo, reforzar los mecanismos de control para prevenir
riesgos en el uso de recursos publicos. El sistema borroso
propuesto (ver Figura 1) pretende anticipar incumplimientos y
apoyar la toma de decisiones, siempre dentro de un enfoque

Este trabajo ha sido financiado por MCIN/AEI /10.13039/501100011033
y por la Unién Europea NextGenerationEU/PRTR, proyecto “Administracién
Publica e Inteligencia Artificial: regulacion y uso de la Al en el 4mbito de la
contratacién publica” (TED2021-130682B-100).
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centrado en las personas y orientado al interés publico, en este
caso el de la Universidad de Castilla-La Mancha (UCLM).
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Fig. 1. Metodologia del sistema para la prevencion del riesgo de incumplim-
iento de contratos publicos.

A. Modelo conceptual de partida

Reunidos con las partes interesadas (servicio de gerencia
de la UCLM) se establece la siguiente hipdtesis: la mayoria
de los incumplimientos de los contratos publicos licitados se
producen en su fase de ejecucién por la falta de control. Dado
que en esta fase no existe material para alimentar al sistema de
IA se acord¢ anticiparse al potencial incumplimiento en la fase
de preparacién del contrato por parte de los funcionarios. En
concreto, el sistema propuesto toma como entrada los PCAP.

B. Modelo operativo

Durante el proceso de adquisicién de conocimiento se ha
contado con diversos actores y organizaciones expertas en
derecho y, especificamente, en contratacién publica. Algunas
de estas entidades son: el Centro de Estudios Europeos “Luis



Ortega Alvarez”!, el Instituto de Derecho Penal Europeo e
Internacional?, el equipo de Gerencia de la UCLM y expertos
en contratacion de la Junta de Comunidades de Castilla-La
Mancha (JCCM). Otras fuentes de conocimiento fueron las
siguientes:
o Encuesta anénima’ enviada a mds de 20.000 entidades
publicas para que aportaran expedientes incumplidos.
« Decisiones judiciales relativas a incumplimientos contrac-
tuales extraidas de la base de datos Aranzadi.
o Diversas fuentes bibliograficas e informes de juntas de
contratacién entre 1990 y 2024.

3

C. Organizacion del conocimiento

Una vez obtenido el conocimiento se ha organizado en
forma de taxonomia:

« Fase de preparacion (ej.: plazos reducidos que limitan la

concurrencia).

« Fase de licitacion (ej.: falta de verificacién de la solven-
cia).

« Fase de ejecucion (ej.: modificaciones injustificadas del
contrato).

o Otros riesgos horizontales (ej.: insuficiente planificacion

de la actividad contractual, conflicto de interés, colusion).

La taxonomia recoge todos los riesgos que se pueden dar
segun la fase del procedimiento de contratacion.

D. Seleccion y refinamiento del conocimiento

Como se ha mencionado en el apartado II-A se han se-
leccionado aquellos factores que se pueden identificar en los
PCAP, por ejemplo: inexistencia de régimen especifico y con-
creto de penalidades, falta de personalizacidn del responsable
del contrato, entre otros. Una vez identificados los factores
y con ayuda de un comité de expertos en contratacion de
la UCLM y de la JCCM se ha definido la semdntica de la
taxonomia a partir de una base de reglas borrosas y funciones
de pertenencia asociadas a cada concepto (ver Figura 2).
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Fig. 2. Ejemplo de base de conocimiento del sistema propuesto.

Para la obtencién de los PCAPs se ha implementado un
sistema de extraccion sobre la plataforma de contratacién del

Thttps://www.uclm.es/centros-investigacion/cee
Zhttps://www.uclm.es/centros-investigacion/idp
3https://forms.office.com/e/GiayrFq085
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sector puiblico* (PLACSP). Dado que las relaciones entre los
organos de contratacién, las licitaciones y los documentos
estan organizados de forma compleja, estos se han almacenado
en una base de datos Neo4j (ver Figura 3).
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Fig. 3. Ejemplo de grafo sobre la PLACSP.

E. Razonamiento

Obtenido y representado el conocimiento el proceso de
razonamiento se divide en dos partes bien diferenciadas:

1) Recuperaciéon de informaciéon. Dado que la repre-
sentacion del conocimiento parte de unas sentencias im-
precisas se ha empleado Llama-3.3-70B-Instruct’® como
modelo de recuperacién de informacién [5] que extrae
de los PCAPs, los factores de riesgo identificados.
Inferencia borrosa. Una vez identificados los potenciales
riesgos en un PCAP, estos se combinan mediante in-
ferencia borrosa y agregacion borrosa ponderada para
obtener el nivel de riesgo de incumplimiento del con-
trato. Esto permite al funcionario identificar los riesgos
potenciales y la posterior mejorar en la redaccién de los
PCAPs para minimizarlos.

2)
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Abstract—En los tltimos afios, las redes sociales se han
integrado profundamente en la interaccion humana, haciendo
de su seguridad e integridad un objetivo clave. Un problema
creciente es la proliferacion de cuentas automatizadas (bots) con
fines maliciosos. Este trabajo propone un nuevo enfoque para de-
tectarlas mediante el analisis de consistencia semantica y patrones
estilisticos en el tiempo. Nuestra hipétesis postula que, mientras
los usuarios humanos muestran variaciones naturales tanto en su
estilo de escritura como en los temas que discuten a lo largo del
tiempo, los bots suelen exhibir patrones mas uniformes y con-
sistentes. Nuestra propuesta introduce un conjunto de métricas
que capturan tanto caracteristicas estilisticas y de legibilidad del
texto, como tres medidas diseiiadas especificamente para evaluar
la coherencia semantica en las publicaciones de los usuarios. Los
resultados experimentales indican que esta estrategia combinada
es prometedora, ofreciendo un nuevo enfoque para la deteccién
de bots basado en diferencias conductuales fundamentales.

Index Terms—bot detection, natural language processing, so-
cial networks, data mining

I. INTRODUCTION

La rapida expansion de las redes sociales ha revolucionado
la comunicacién, pero también ha facilitado la propagacion
de desinformacion mediante bots sociales (cuentas automati-
zadas que simulan comportamiento humano), amenazando la
integridad del ecosistema digital [1]. Estos bots son utilizados
para interferir en procesos politicos, difundir noticias falsas y
realizar actividades maliciosas como spam o ciberataques [2].

Aunque la Inteligencia Artificial ha surgido como una
herramienta prometedora para su deteccién [3], los enfoques
actuales aun presentan limitaciones. La literatura se centra
principalmente en dos lineas: métricas basadas en grafos y
andlisis de contenido/perfil de usuario [4]. En este trabajo, nos
enfocamos en este Ultimo enfoque, proponiendo un método
que combina consistencia seméntica y patrones estilisticos.

Los trabajos que tratan la consistencia de estilo estdn
cladsicamente relacionados con la detecciéon de autoria, pero
no es la primera vez que se usan en deteccién de bots. En
[5] se emplean las medias y desviaciones tipicas de una lista
variada de caracteristicas sobre el dataset Cresci-17 [6]. Este
ultimo estudio, a diferencia del aqui presentado, no contempla
la consistencia semdntica, pero demuestra la eficacia de las

The research reported in this paper was funded by the European
Union (BAG-INTEL project, grant agreement no. 101121309), and Fed-
eraMed project: Grant PID2021-1239600B-100 funded by MICIU/AEIl/
10.13039/501100011033 and by ERDF/EU. Finally, the research reported in
this paper is also supported by the DesinfoScan project: Grant TED2021-
129402B-C21 funded by MICIU/AEI/10.13039/501100011033 and by the
European Union NextGenerationEU/PRTR.
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caracteristicas basadas en la consistencia estilistica aplicada a
la deteccién de bots.

II. METODO PROPUESTO
A. Métricas para consistencia estilistica y de legibilidad

Para cuantificar la consistencia en el estilo de escritura
y patrones de legibilidad de cada usuario, hemos calcu-
lado estadisticos descriptivos bdsicos para 27 caracteristicas
lingiifsticas cldsicas en estilometria y legibilidad. Formal-
mente, dado un conjunto de n tweets publicados por un usuario
y una caracteristica especifica f, calculamos:

pr = f0) (1)
=1
or = | = 3 () — p) @

donde:

o uy representa la media del valor de la caracteristica f a
través de todos los tweets (t1, %o, ..., t,) del usuario

e oy corresponde a la desviacién estandar de dicha carac-
teristica

e f(t;) es el valor de la caracteristica f calculada para el
tweet t;

El estilo promedio revela preferencias lingiiisticas con-
stantes, mientras que la variabilidad mide su inconsistencia.
Para legibilidad, la media indica complejidad habitual y la
desviacion, fluctuaciones entre tweets simples y complejos.

En la Figura 1 se pueden ver el top 20 caracteristicas
derivadas de las originales, que abarcan desde caracteristicas
superficiales (como el nimero de hashtags) hasta medidas
sofisticadas de legibilidad calculadas mediante algoritmos es-
tandarizados en procesamiento de lenguaje natural.

B. Métricas para consistencia semdntica

Para el calculo de las métricas basadas en la consisten-
cia semdntica se obtienen los embeddings de los tweets
por cada usuario. El modelo usado para este proceso
es all-MiniLM-L6-v2 que estd especializado en tareas
de clustering y busqueda semdntica. Sea entonces &
{e1,eq,...,e,} un conjunto de embeddings de dimensién d.
Se proponen dos métricas diferentes:



a) Coherencia semdntica: En primer lugar se calcula
la similitud del coseno entre todos los pares posibles de
embeddings. Entonces, la coherencia semdntica media y su
desviacion estandar se definen como:

A3)

n—1 n
Z Z sim(ei, e]‘)

2
Hsim =
n(n—1) i=1 j=i+1

—1 n
2 e . 2
Ogim = m Z Z (Slm(ei; ej) - /~Lsim) €]
i=1 j=i+1
b) Concentracion semdntica: Primero, se calcula el cen-
troide semdntico de los embeddings:

S

1 n
C=— E €;
n

i=1

Luego, la concentracion semadntica se define como la me-
dia de las distancias de coseno entre cada embedding y el
centroide:

1 n
cs =~ ;:1 sim(e;, c) (6)

III. EXPERIMENTOS Y RESULTADOS

Se han realizado una serie de experimentos sobre el dataset
TwiBot-20 [7]. Este dataset, extraido de la plataforma X, esta
enfocado en la deteccién de bots y estd compuesto por cuentas
variadas etiquetadas de forma binaria. Se han seleccionado de
forma aleatoria un subconjunto de 2500 cuentas cuya cantidad
de posts superase los 100. Se ha entrenado un Random Forest
usando una validacién cruzada de 5 partes. Los resultados se
muestran en la Tabla L.

TABLE I
RESULTADOS EN EL CONJUNTO TWIBOT-20
ACC Prec. Recall | F1-Macro | F1-Micro AUC
0.7065 | 0.7090 | 0.7065 0.7057 0.7065 0.8088

Ademas, se han extraido los valores SHAP para identificar
la contribucién de cada variable a la prediccién final. Tal y
como se puede ver en la Figura 1, entre las 6 caracteristicas
que mds han contribuido a la prediccion de la clase en-
contramos dos medias, dos deviaciones tipicas y dos de las
tres caracteristicas de consistencia semdantica propuestas. De
hecho, la variable mas influyente ha sido la desviacién tipica
de la longitud de los tweets que ha contribuido a que la
prediccion se decante por la clase positiva (bot) cuando los
valores son bajos. Es decir, cuanta menos dispersién hay en
la longitud de los tweets de un usuario mds probabilidad hay
de que el modelo se decante por considerarlo un bot.
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Fig. 1. Valores SHAP de las caracteristicas usadas.

IV. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

En este trabajo se ha mostrado como la combinacién de
caracteristicas basadas en la consistencia del estilo de escritura
y la consistencia semdntica tienen una capacidad predictiva
notable a la hora de identificar cuentas automadticas en redes
sociales. En trabajos futuros se pretende estudiar mds pro-
fundamente las distintas alternativas basadas en embeddings
para la consistencia semdntica con el objetivo de desarrollar
métodos todavia mds adecuados para modelar esta carac-
teristica con la intencion de que sirva como apoyo para futuros
trabajos en deteccién de bots.
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Abstract—Este articulo propone una metodologia hibrida para y falta una visién clara de la evolucién de pacientes crénicos

el entrenamiento y evaluacion de modelos de generacion de monitorizados. Ante ello, tecnologias accesibles como las de
lenguaje natural en dominios con presencia de datos temporales OpenAl —con més de 400 millones de usuarios— abren

cuyo procesamiento y descripcion estan caracterizados por in- | bilidad d tant fesional ent
certidumbre y ambigiiedad. El enfoque central se basa en la '@ POSIbrlidad de que tanto profesionales como pacientes

légica difusa como herramienta transversal: en la generacién y analicen datos temporales sin conocimientos técnicos, gracias
validacién del conjunto de datos, en la guia del modelo mediante a interfaces amigables.

ingenieria de prompts, y en la evaluacién del rendimiento a Tradicionalmente, la 16gica difusa ha sido crucial para rep-
través de una metodologia de evaluacién objetiva. La propuesta ..o conocimiento experto bajo incertidumbre, ofreciendo

se valida en el dominio de la monitorizacién continua de glucosa lucién int tabl traduci e 1 )
en pacientes con diabetes, demostrando mejoras significativas U0 SOlucion interpretable para traducir series temporales

en precision, claridad y seguridad de las salidas generadas por numéricas en lenguaje natural. Como consecuencia, en este

modelos de la familia GPT. trabajo proponemos una dualidad entre ambos paradigmas,
Index Terms—Ldgica difusa, GPT, Series temporales, Proto- pero donde la légica difusa cumple un rol central en tres

formas, Ingenieria de prompts, IoT, Fine-tuning, Resimenes niveles:

lingiiisticos, Metodologia de evaluacién. ) y . .

1) En la generacién de un conjunto de entrenamiento
etiquetado con descripciones lingiifsticas expertas.

2) En el disefio de prompts que guian al modelo en funcién

I. INTRODUCCION

La interpretacion automadtica de datos provenientes de sen- de conocimiento clinico impreciso.
sores en tiempo real representa uno de los grandes retos en 3) En la evaluacién de los resultados generados por los
la inteligencia artificial aplicada. En dominios criticos como modelos mediante criterios lingiiisticos definidos en la
la salud, donde los datos suelen ser complejos, ruidosos e metodologia.
inciertos, resulta esencial contar con metodologias robustas )
que permitan a los modelos generar interpretaciones confiables II. METODOLOGIA GENERAL
y comprensibles para los usuarios finales. La metodologia se estructura en cuatro fases principales:

En la actual era de la Inteligencia Artificial, muchas per- (1) adquisicién y preprocesamiento de los datos, (2) modelado
sonas ya usan modelos de lenguaje. Esto coincide con las experto y generacién del dataset, (3) ingenieria de prompts y
limitaciones del sistema sanitario, donde las citas son breves entrenamiento, y (4) evaluacion.

Este resultado ha sido parcialmente respaldado por el proyecto PID2021-  A. Fase 1: Arquitectura de adquisicion y preprocesamiento

1272750B-100 y el proyecto PID2021-126363NB-I00 financiados por el S 1 . IoT d
MICIU/AEI/10.13039/501100011033 y por “ERDF A way of making Eu- ¢ emplea una arquitectura lol centrada en sensores como

rope”, y por el proyecto PDC2023-145863-100 financiado por el MICI- el Freestyle Libre 3, que proporciona valores de glucosa cada 5
U/AEI/ 10.13039/501100011033 y por la “European Union NextGenera- minutos. Los datos son recolectados mediante una app mévil

tionEU/PRTR”. .
Este resultado es un resumen del trabajo publicado con referencia almacenados en una base (.ie datos MongoDB y posteriormente
doi.org/10.1016/j.cmpb.2025.108878 procesados para su analisis.
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Cada serie diaria consta de hasta 288 muestras, que son seg-
mentadas mediante el algoritmo de Ramer-Douglas-Peucker
para simplificar su representacién y facilitar la deteccién de
patrones significativos como picos, valles o tendencias.

B. Fase 2: Modelado experto y generacion del dataset

Esta es la fase clave, donde interviene el modelado experto
mediante 16gica difusa para transformar los datos numéricos
en lenguaje humano interpretable. Se definen las siguientes
categorias lingiiisticas:

o Valores de glucosa: muy baja, baja, normal, alta, muy
alta.

Tendencias: descendente, estable, ascendente.
Momentos del dia: madrugada, mafiana, tarde, noche.
Cuantificadores: pocos, muchos, casi todos.

A partir de estas categorias se construyen protoformas
lingiiisticas, siguiendo la propuesta de Marin y Sanchez [1],
de la forma:

Durante la mariana, muchos valores de glucosa fueron altos.

Cada protoforma se evalia mediante su grado de verdad
(DoT), calculado con funciones de pertenencia trapezoidales,
y se filtran aquellas que no superan un umbral minimo.
También se aplican reglas de calidad textual para garantizar
que las descripciones sean claras, no redundantes y respeten
la coherencia temporal.

El dataset final se organiza en formato JSONL utilizando
el sistema de roles estructurados de OpenAl [2]: el rol system
para proporcionar las instrucciones iniciales y el contexto de la
tarea, el rol user especificando los datos de la serie temporal, y
el rol assistant con la salida esperada (el resumen modelado).

C. Fase 3: Ingenieria de prompts guiada por logica difusa

La guia del modelo durante la generacion textual es funda-
mental para reducir errores semanticos y alucinaciones. Para
ello, se disefia un prompt estructurado en cuatro partes:

1) Encabezado: presentacién del objetivo y estructura de
los datos.

Dominio: contexto clinico relevante (por ejemplo, iden-
tificar hipoglucemias).

Instruccion: rol deseado (ej. endocrinélogo experto),
nivel de detalle y periodo a analizar.

Conocimiento: explicitacion de etiquetas difusas y
cuantificadores que debe usar.

2)
3)
4)

Esta estructura, inspirada en el enfoque prompt-as-prefix
(PaP), facilita que el modelo interiorice las reglas del do-
minio y genere descripciones que reflejan el conocimiento
experto. A través del rol system mencionado anteriormente,
se introduce esta informacidn, estableciendo un proceso de
experimentacion a través de la variacién del contenido.

D. Fase 4: Evaluacion

La evaluacién de los resultados generados se basa en la
metodologia propuesta en [3], que propone una serie de
criterios objetivos para valorar descripciones generadas au-
tomaticamente, Las dimensiones evaluadas son:
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Calidad de la informacion: precision, relevancia, cober-
tura, correccion.

Capacidad de razonamiento: comprensién y légica de
la salida.

Calidad comunicativa: claridad del lenguaje, accesibil-
idad al usuario y uso de referencias temporales.
Seguridad del contenido: ausencia de afirmaciones in-
fundadas o no derivables de los datos.

Cada criterio es cuantificado a partir de la comparacién
con descripciones expertas, obviando la necesidad de evalu-
adores expertos y la subjetividad implicita a esta actuacion,
siendo una evaluaciéon objetiva, y ampliando ademads la
metodologia [3] a escenarios con datos temporales.

III. RESULTADOS

Se aplico esta metodologia para entrenar y evaluar versiones
de GPT-3.5, GPT-40 y GPT-40-mini. Los mejores resultados
se obtuvieron con GPT-4o, utilizando la serie original (no
segmentada) y prompts enriquecidos con conocimiento difuso,
alcanzando un 96% de conformidad con los criterios.

Los modelos sin ajuste fino o sin guia explicita tendieron
a producir descripciones imprecisas, redundantes o incluso
alucinaciones. El uso sistemadtico de l6gica difusa en el dataset
y en el prompt redujo significativamente estos errores.

IV. DISCUSION

El estudio demuestra que la légica difusa no solo es titil
para representar conocimiento incierto, sino que constituye una
herramienta poderosa para estructurar datasets, guiar el com-
portamiento generativo de modelos y evaluar su rendimiento.
Este enfoque hibrido resulta especialmente valioso en con-
textos clinicos donde los errores pueden tener consecuencias
serias.

Ademds, el disefio del sistema permite escalar la
metodologia a otros dominios como monitoreo cardiaco,
andlisis de actividad fisica o prediccién meteoroldgica, siem-
pre que exista una base de conocimiento experto susceptible
de representacion difusa.

V. CONCLUSIONES

Este trabajo propone una metodologia robusta, replicable y
segura para entrenar modelos de lenguaje bajo esquemas de
incertidumbre. A través del uso transversal de la 16gica difusa,
desde la generacidn del dataset hasta su evaluacion, se logra
alinear modelos como GPT con los objetivos y limitaciones
del razonamiento experto humano.
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Abstract—Wireless Sensor Networks are integral to various
Internet of Things applications [1], where energy efficiency and
adaptive data routing significantly influence overall performance.
Among different methods, clustering appears as one of the most
suitable for efficient energy management [2]. This paper reviews
CFC3PSO, a centralized fuzzy clustering method enhanced by
particle swarm optimization to dynamically adjust rule weights
within a fuzzy rule-based system. By considering multiple input
parameters and adapting the knowledge base of the fuzzy rule-
based system at the base station across different network life
phases, the proposed method outperforms traditional and recent
clustering strategies in simulations while dealing with the high
amount of uncertainty of these kind of approaches. The results
in multiple deployment scenarios demonstrate substantial gains
in key performance metrics in wireless sensor networks.

Index Terms—wireless sensor network, particle swarm opti-
mization, fuzzy logic, clustering

I. INTRODUCTION

Wireless Sensor Networks (WSNs) are pivotal in Inter-
net of Things (IoT) environments such as healthcare, smart
cities, industrial automation, and precision agriculture. These
networks comprise numerous battery-powered sensor nodes,
where energy efficiency is crucial to operational longevity.
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Clustering is a common strategy for energy conservation in
WSN. Clustering consists of grouping nodes around other
nodes selected as cluster heads (CHs). These CHs receive the
information for other nodes, aggregate and send the aggregated
data to a central node called base station (BS). Thus, this
article discusses CFC3PSO [3], a novel centralized clustering
approach that combines fuzzy rule-based systems (FRBS)
and particle swarm optimization (PSO) to improve network
performance and service life. In CFC3PSO, due to the intrinsic
uncertainty of these kinds of system and, consequently, the
difficulties to set up the semantic rules of a knowledge base
(KB) base for a FRBS, an optimization process is carried out
to obtain the weights to apply for each rule of KB to maximize
the performance of the network.

II. CFC3PSO CLUSTERING METHOD SUMMARY

CFC3PSO uses a Type-1 Mamdani fuzzy inference system
to evaluate the suitability of each node to become a CH based
on five input variables:

o Distance to the base station (dBS)

o Centrality (C) which is calculated based on the distance
of the nodes in a CH to the center of the sensing area of
their cluster.

o Node degree (ND) represents the number of neighbors
that each node has within a given distance.

o Residual energy (RE) of the node.
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o Cluster head rotation frequency (CHR) informs about the
number of times a node has been selected as a CH [4].

Each input is fuzzified using three triangular membership
functions. The system output, which indicates the likelihood
that a node will become a CH (chance), is represented using
11 triangular fuzzy sets.

The knowledge base consists of 243 fuzzy rules (3 sets per
5 inputs). Initially, each rule is equally weighted. The novelty
lies in the dynamic weighting of these rules, optimized for
three different network life cycle stages:

1) Initial phase: from startup to first node death (FND).

2) Intermediate phase: from FND to when half of the nodes
are dead (HND).

3) Final phase: from HND to last node death (LND).

In order to achieve rule weights that would be applied to
a wider number of different wireless sensor network layouts,
the optimization process uses three typical scenarios whose
details can be found in Section III.

The tuning process employed a particle swarm optimization
(PSO) strategy, referred to as PSO rule weight tuning (PSO-
RWT). PSO was used due to its fast convergence, which makes
it suitable and widely used in other clustering methods in WSN
[5]. The PSO-RWT algorithm is employed to optimize the
weight of the rules in the three phases enumerated above. In
order to obtain the best FND value, the PSO-RWT is applied
to 30 different network layouts, 10 for each of the scenarios
described in Section III. Therefore, a set of rule weights is
obtained and applied to the clustering algorithm from startup
until the first node depletes its battery. Following this, the
process is repeated twice: firstly from FND to HND, and then
from HND to LND. This is done to obtain the intermediate
weights and the weights that maximize the lifestime of the
network.

Once the optimization process is complete, the rule weights
are loaded into the BS that runs the clustering algorithm. The
weights of the rules are then changed according to the stage
of the network.

III. SIMULATION SCENARIOS

Three test scenarios were developed, each involving a
square area measuring 100 x 100 m2, with 100 nodes ran-
domly placed within this area. The primary distinction between
these scenarios lies in the BS location, as outlined below:

o Scenario 1: BS at corner of the sensing field
o Scenario 2: BS outside the sensing area at (150, 50) m.
e Scenario 3: BS in the center (50, 50) m.

Each scenario includes 30 different deployments of the 100
nodes, with the same initial energy. The simulations use the
first-order radio model detailed in [6]. Table 2 in the original
article details the values of the setup parameters for the energy
model.

IV. COMPARATIVE EVALUATION

In order to assess the CFC3PSO, its performance was com-
pared against that of four pre-existing clustering algorithms:
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LEACH: A distributed and probabilistic CH selection
method [6]. LEACH is used just as a pattern because
it is a well-known clustering method.

CHEF: Uses residual energy and local density as fuzzy
inputs [7]

CRT2FLACO: Combines Type-2 fuzzy logic with ant
colony optimization [8]

ICUU: Applies the silhouette index and DBSCAN for
intelligent clustering [9]

Performance metrics evaluated included:

o FND (First Node Dies).
o« HND (Half of the Nodes Dead).
o LND (Last Node Dies).

Tables 4-6 in the original article summarize the results [3].
In all scenarios, CFC3PSO outperformed the other algorithms
in all three metrics. For instance, in Scenario 3 (central BS),
CFC3PSO achieved an FND of 1847.2 rounds compared to
LEACH’s 764.8, and an LND of 2344.7 versus LEACH’s 1020
rounds.

V. CONCLUSION

The CFC3PSO approach presents a powerful method for
energy-efficient CH selection in WSNs. Its use of a dynami-
cally adapted fuzzy knowledge base, tuned through PSO for
different network lifespans, significantly boosts performance.
It offers a robust, computationally manageable solution that
adapts well to diverse deployment scenarios.

REFERENCES

[1] Awatef Benfradj Guiloufi, Salim El Khediri, Nejah Nasri, and Abden-
naceur Kachouri. A comparative study of energy efficient algorithms
for iot applications based on wsns. Multimedia Tools and Applications,
82(27):42239-42275, 2023.

Amin Shahraki, Amir Taherkordi, @ystein Haugen, and Frank Eliassen.
Clustering objectives in wireless sensor networks: A survey and research
direction analysis. Computer Networks, 180:107376, 2020.
Jose-Enrique Muiioz-Exposito, Antonio-Jesus Yuste-Delgado, Alicia
Trivifio-Cabrera, and Juan-Carlos Cuevas-Martinez.  Optimizing rule
weights to improve frbs clustering in wireless sensor networks. Sen-
sors, 24(17), 2024. URL: https://www.mdpi.com/1424-8220/24/17/5548,
doi:10.3390/524175548.

A. J. Yuste-Delgado, J. C. Cuevas-Martinez, and A. Trivilo-Cabrera.
Statistical normalization for a guided clustering type-2 fuzzy system for
wsn. IEEE Sensors Journal, 22(6):6187-6195, 2022. doi:10.1109/
JSEN.2022.3150066.

Richa Sharma, Vasudha Vashisht, and Umang Singh. Metaheuristics-
based energy efficient clustering in wsns: challenges and research contri-
butions. IET Wireless Sensor Systems, 10(6):253-264, 2020.

Wendi B Heinzelman, Anantha P Chandrakasan, and Hari Balakrishnan.
An application-specific protocol architecture for wireless microsensor
networks. IEEE Transactions on wireless communications, 1(4):660-670,
2002.

Indranil Gupta, Denis Riordan, and Srinivas Sampalli. Cluster-head
election using fuzzy logic for wireless sensor networks. In 3rd Annual
communication networks and services research conference (CNSR’05),
pages 255-260. IEEE, 2005.

Wei-Xian Xie, Qi-Ye Zhang, Ze-Ming Sun, and Feng Zhang. A clustering
routing protocol for wsn based on type-2 fuzzy logic and ant colony
optimization. Wireless Personal Communications, 84:1165-1196, 2015.
LAXMINARAYAN Sahoo, S Sen, KS Tiwary, SARBAST Moslem, and
TAPAN Senapati. Improvement of wireless sensor network lifetime via
intelligent clustering under uncertainty. /EEE Access, 2024.

(2]

(3]

(4]

(5]

(6]

(71

(8]

[91



Uso de las dCF'-integrales en sistemas de
clasificacion basados en reglas difusas para abordar
problemas no balanceados

José Antonio Sanz y Mikel Sesma-Sara
Departamento de Estadistica, Informdtica y Matemdticas
Universidad Piiblica de Navarra
Pamplona, Espafia
joseantonio.sanz, mikel.sesma@unavarra.es

Resumen—Los problemas de clasificacion no balanceados son
muy habituales en el mundo real y suponen un reto para los siste-
mas de aprendizaje puesto que tienden a ignorar la clasificacion
de los ejemplos de la clase minoritaria, que generalmente es la de
mayor interés. Existen numerosas formas de abordalos, pero en
esta contribucién utilizamos un sistema de clasificacion basado
en reglas difusas, llamado FARCI, que afronta estos problemas
sin necesidad de aplicar técnicas de muestreo de datos. Nuestra
propuesta es modificar la fase de agregacion de la informacion
dada por las reglas disparadas en el proceso de inferencia. En
concreto, proponemos utilizar las dCF'-integrales, que son una
generalizacion de la integral Choquet, que ademas de reemplazar
el producto por una funciéon F, también cambia la diferencia por
una funcion de disimilitud restringida, d.

Index Terms—Clasificacion no balanceada, sistemas de cla-
sificacion basados en reglas difusas, funciones de agregacion,
generalizaciones de la integral Choquet.

I. INTRODUCCION

Los problemas de clasificacién no balanceados represen-
tan un gran desafio en aprendizaje automdtico, ya que la
distribucién de clases en los datos no es homogénea. Esta
situacion aparece con frecuencia en contextos criticos para la
sociedad, como el diagnéstico médico, la deteccion de fraudes
o la prediccién de fallos en sistemas. En tales casos, la clase
minoritaria suele ser la mas relevante, por lo que es esencial
disefiar métodos de clasificacion que manejen adecuadamente
este desequilibrio para no comprometer la toma de decisiones.

Los sistemas de clasificacion basados en reglas difusas
(SCBRD) han demostrado ser herramientas eficaces para re-
solver problemas de clasificacion gracias a su capacidad para
representar el conocimiento de forma interpretable y gestionar
la incertidumbre presente en los datos. Estos sistemas permiten
generar reglas lingiifsticas que facilitan la comprension del
modelo por parte de expertos humanos, a la vez que ofrecen
resultados competitivos en términos de precision.

Una propuesta reciente dentro de los SCBRD para abordar
problemas de clasificacién no balanceados es el método lla-
mado FARCI [1] (Fuzzy Association Rule-based Classification

Partially funded by MCIN/AEI/10.13039/501-00011033/ FEDER,UE
(PID2022-136627NB-100).
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for Imbalanced datasets), una extension del clasificador FARC-
HD [2] especificamente adaptada para manejar el desbalanceo
de clases. En FARCI se modifican todas las fases del proceso
de aprendizaje de FARC-HD para mejorar su rendimiento en
contextos no balanceados, logrando resultados competitivos
frente a otros métodos del estado del arte.

Un componente fundamental de FARCI es su método de
inferencia difusa, llamado de combinacién aditiva, en el que
usa la suma normalizada como funcién de agregacién para
fusionar la informacién de todas las reglas disparadas durante
la clasificacion de un ejemplo. Es decir, se suman los grados
de asociacién de todas las reglas disparadas por cada clase,
y se selecciona aquella con el valor agregado mads alto. Esta
estrategia resulta sencilla e intuitiva, pero puede generar sesgos
cuando existe un nimero significativamente mayor de reglas
disparadas de una clase respecto a la otra, lo cual es frecuente
en escenarios de clasificacion no balanceada.

Dado este posible sesgo, surge la hipétesis de que el uso
de funciones de agregacion alternativas podria mejorar el
comportamiento del sistema. En este sentido, se han propuesto
numerosas generalizaciones de la integral Choquet [3], que
permiten una fusién mas flexible y controlada de la infor-
macién. Estas generalizaciones incluyen tanto funciones de
agregacién como de pre-agregacion y han sido ampliamente
estudiadas en la literatura reciente para abordar problemas
de clasificacion estandar. Recientemente, se ha desarrollado
una nueva generalizacion de la integral Choquet, denominada
dCF-integral [4], basada en funciones de disimilitud restrin-
gidas. En concreto, se sustituye la diferencia cldsica en la
integral de Choquet por una funcién de disimilitud restringida.

En este trabajo proponemos el uso de las dC F'-integrales pa-
ra reemplazar la suma normalizada utilizada actualmente en el
método de inferencia de FARCI. Concretamente, utilizamos las
dos mejores funciones de disimilitud y 19 de las 21 funciones
de agregacion presentadas en [4]. Evaluamos el rendimiento
de la nueva propuesta en el mismo marco experimental que el
utilizado en [1], pero centrado tnicamente en los 44 conjuntos
de datos con un elevado ratio de no balanceo (IR > 9).



II. PROPUESTA

En este trabajo utilizamos FARCI [1] como SCBRD, que
estd basado en FARC-HD [2] que es un clasificador disefiado
para abordar problemas de clasificacion estandar. Para abordar
problemas de clasificacion no balanceados, en FARCI se
propuso el uso de funciones de agregacién promedio para
modelar la interseccion de los antecedentes de las reglas y
ademas se modificaron las 3 etapas de aprendizaje de FARC-
HD:

= En el algoritmo A-priori reemplaza la confianza como
medida de calidad de las reglas por el lift.

Se modifica la filosoffa del uso del esquema de ponde-
racién de ejemplos, aplicada para seleccionar las reglas
mads interesantes, para potenciar la seleccion de reglas de
la clase minoritaria.

El algoritmo genético utiliza el F-score en la funcién de
fitness, puesto que es una métrica apropiada para este
tipo de problemas.

En la fase de inferencia, FARCI utiliza la combinacion
aditiva como método de razonamiento difuso. Es decir, para
agregar la informacién local de las reglas disparadas y obtener
la informacién global (por clases), se aplica como funcién de
agregacion la suma normalizada. Posteriormente, se predice la
clase asociada al valor agregado mas alto.

Sin embargo, en la prictica se disparan mds reglas de la
clase positiva; por ejemplo, en la mejor configuracién de
FARCI el nimero de reglas generadas de la clase positiva casi
duplica al de la negativa. Este hecho puede provocar que el
uso de la suma no sea equitativo para ambas clases, ya que el
valor agregado de la clase positiva tiende a ser mayor incluso
en situaciones en las que los valores, de manera individual,
sean inferiores a los de la clase negativa por el hecho de tener
mds reglas disparadas de dicha clase.

Por ello, en este trabajo proponemos el uso de las dCF-
integrales en vez de la suma normalizada para obtener la
informacién global en el proceso de inferencia ya que su
cardcter no promedio puede mejorar el comportamiento del
sistema en estas situaciones.

III. ESTUDIO EXPERIMENTAL

Para evaluar el rendimiento de la nueva propuesta utilizamos
la mejor medida difusa (cardinalidad exponencial), las dos
mejores funciones de disimilitud restringidas (d2 y d5) y
probaremos 19 de las 21 funciones de agregacidn presentadas
en la Tabla II de [4] (no utilizamos el producto drastico ni el
minimo nilpotente), numeradas correlativamente. Utilizamos
el mismo estudio experimental que el utilizado en [1] pero
nos centramos en los 44 datasets con un ratio de no balanceo
alto IR >9).

La Tabla I resume los resultados. Cada fila corresponde a
una de las 19 funciones de agregacion (F') y las columnas
muestran los valores obtenidos para d = §2, ya que con d = J5
el rendimiento fue inferior. Para cada I’ se muestran la media
en test (Med. Tst) del F-score calculada sobre los 44 conjuntos
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de datos', junto con el nimero de ellos en los que logra el
mejor resultado; y el p-valor (p-val) del test de Wilcoxon que
compara FARCI (rango positivo, R+) con la funcién F' (rango
negativo, R-).

Tabla I
RESULTADOS DEL ESTUDIO EXPERIMENTAL UTILIZANDO d = §2. EN
NEGRITA ESTA RESALTADO EL MEJOR RESULTADO.

F Med. Tst (Vict.) p-val (R+;R-)

1 0.604 (3) < 0,01 (270.5;719.5)
2 0.599 (4) < 0,01 (269.5;720.5)
3 0.602 (3) 0.04 (320.5;669.5)

4 0.609 (3) 0.199 (385.0;605.0)
5 0.598 (2) 0.02 (294.5,695.5)

6 0.617 (6) 0.784 (471.5;518.5)
7 0.612 (3) 0.302 (406.5;583.5)
8 0.603 (3) 0.434 (428.0;562.0)
9 0.609 (4) 0.149 (371.5;618.5)
10 0.622 (7) 0.866 (509.5;480.5)
11 0.603 (4) 0.134 (366.5;623.5)
12 0.611 (7) 0.636 (454.5;535.5)
13 0.607 (3) 0.08 (346.5,643.5)

14 0.600 (3) 0.165 (376.0;614.0)
15 0.600 (8) 0.241 (394.5;595.5)
16 0.607 (5) 0.241 (394.5;595.5)
17 0.606 (6) 0.121 (362.0;628.0)
18 0.594 (1) < 0,01 (271.5;718.5)
19 0.614 (5) 0.923 (487.0;503.0)

FARCI 0.619 (6) -

IV. CONCLUSIONES

Los resultados experimentales muestran que el uso de H M
(10), Fna2 (19), O (6) y de Ogrs (12) como funciones
F en las dCF-integrales, al usar d = d9, tienen potencial
para ser utilizadas en el proceso de inferencia de FARCI. Al
utilizar d = J5, los resultados, en general, han sido inferiores
aunque algunas funciones F' también pueden presentar cierto
potencial. Por ello, el uso de las dCF-integrales podrd ser
la base de futuros estudios en los que se trate de mejorar el
rendimiento de este clasificador utilizando generalizaciones de
la integral Choquet.
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Abstract—Although scores are the preferred tool for ranking
hesitant fuzzy elements (HFEs), most existing proposals are
defined ad hoc and their link with the order structures that
underlie comparison are not always clear. This communication
lays the algebraic foundations of order-oriented scores. In this
line we introduce the general notion of a <-score, i.e. a score
that is monotone with respect to an explicit order <; revisit the
main orders on THFEs and clarify their mutual refinements and
relationships with scores; and show how the symmetric order
provides the natural ground for scores that satisfy desirable
normative properties such as (weak/strong) monotonicity with
respect to unions or the (weak/strong) Girdenfors principle.

Keywords— hesitant fuzzy elements, score, orders on hesitant
fuzzy elements, symmetric order, lattice structure.

I. INTRODUCTION

Hesitant fuzzy sets (HFSs), introduced by Torra [1], gen-
eralize classical fuzzy sets by allowing multiple membership
degrees per element. This flexibility has enhanced their ap-
plicability in areas such as decision-making or information
fusion. However, defining robust methods for ranking hesitant
fuzzy elements (HFEs) remains a significant challenge.

One of the most famous ranking methods are based on
the direct application of scores on HFEs. The main handicap
with them is that most existing scores have been developed
independently of any underlying order structure. In this work,
we address this gap by introducing an order-oriented frame-
work, in which scores are explicitly defined with respect to
a given order. This perspective offers a clear and systematic
method for verifying the meeting of normative properties of a
score, such as those proposed by Alcantud et al. [2], through
order compatibility, facilitating the study and selection of
scores in diverse application domains by simply analyzing
their behavior relative to the underlying order.

The main contributions of this work are as follows: (i) we
analyze the main classical orders on THFEs, showing their
general failure to induce lattice structures; (i) we explicitly
define scores with respect to a given order; concretely, we
introduce the concepts of weak and strong <-scores; and (iii)
we emphasize how the symmetric order, not only induces a
lattice on THFEs, but also their compatible scores support core
principles such as monotonicity with respect to unions and the
Girdenfors property, as discussed by Alcantud et al. [2].

II. ORDERS ON TYPICAL HESITANT FUzzY ELEMENTS

Let F*([0,1]) denote the set of all non-empty finite subsets
of the unit interval, known as typical hesitant fuzzy elements
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(THFEs) [3, Definition 3.1]. Several orders have been pro-
posed to compare such elements. The list order [4] compares
two THFEs of equal size by sorting their elements increasingly
and comparing them component-wise. To allow comparisons
between THFEs of different cardinalities, Xu and Xia [4]
introduced the pessimistic (also known as the Xu-Xia order
in works such as [5], [6]) and optimistic orders. We have
proved that despite their intuitive appeal, these orders fail to
generate a lattice structure on £*([0, 1]), contrary to what was
traditionally assumed in works such as [6]. For example, if we
consider the pair A = {0.1,0.4,0.5,0.7} and B = {0.3,0.6},
we show that there does not exist a greatest lower bound
under the pessimistic order. Similar issues arise under the
optimistic order. Other well-known orders for THFEs share
this same limitation. For example, the least-common-multiple
(LCM) order [7, Proposition 2.6], which aligns cardinalities
through an LCM process, does not guarantee the existence of
suprema or infima [7, Corollary 3.7]. Similarly, the Zhang and
Yang order introduced in [8, Definition 2.4] was shown not to
induce a lattice in [9, Theorem 3.8].

To address these lattice shortcomings, Jara et al. [10]
introduced three orders on the class of all right-closed subsets
of [0,1], denoted by PT([0,1]), the class of all left-closed
subsets of [0, 1], denoted by P~ (][0, 1]), and the family of non-
empty subsets of [0, 1], denoted by P*([0,1]), respectively:

A<"B <= AT <B"and A< B\ 4,
A<!'B < A" <B and A\ B< B,
A<°B «— A<" Band A<'B.

Here AT and A~ denote the maximum and minimum of
A,and X <Yifforall z € X, y € Y, z < y. Orders <"
and <! refine the optimistic and pessimistic ones, respectively,
and their conjunction <°, is known as the symmetric order.

Moreover, (P*([0,1]),<°) forms a bounded lattice [10],
where the meet A A¢ B and join A Vo B generalize Zadeh’s
min and max operations- solving the open problems presented
in [11, Challenge 5.3] and [12, Remark 2]. As a consequence,
this structure naturally restricts to F*([0, 1]), enabling < to
endow THFEs with a genuine lattice.

III. WEAK AND STRONG =<-SCORES

We define a score w.r.t an order as follows:

Definition 1. Given a family G C P*([0,1]) and an order <
on G, a function s : G — [0,1] is a <-score (respectively, a



strong <-score) on G if, for all A,B € G, A <X B implies
s(A) < s(B) (respectively, A < B implies s(A) < s(B)).

This approach allows scores to be explicitly tied to the
structural properties of the order. It also ensures coherence
under refinement: if <5 refines <1, then every (weak or strong)
<9-score is also a <i-score.

Among all known scores, symmetric scores, that is, scores
that are monotone with respect to the symmetric order, stand
out. A key advantage of using scores relative to the symmetric
order is that they naturally align with a well-defined lattice
structure. As a consequence of this structure, we obtain the
following result:

Proposition 1. If s is a <"-score, then s(A Ny B) <
min{s(A), s(B)} and max{s(A),s(B)} < s(4 Vo B).

Furthermore, symmetric scores align precisely with some
of the critical normative axioms introduced by Alcantud et
al. [2]. Notably, while in general boundedness [2, Definition 5]
implies compatibility [2, Remark 3] but not the converse, the
two properties are equivalent when working with <-scores:

Proposition 2. Let s : P*([0,1]) — [0, 1] be a <°-score. Then
s satisfies compatibility if and only if it satisfies boundedness.

In addition, symmetric scores satisfy the following charac-
terization in terms of monotonicity with respect to unions:

Proposition 3. Let G C P*([0,1]) be a class closed under

union and difference, and let s : G — [0,1] be a map. Then:

i) s is a <%-score if and only if it satisfies the weak
monotonicity with respect to unions [WMU].

i1) s is a strong <-score if and only if it satisfies the strong

monotonicity with respect to unions [SMU] [2, Definition

9].

When G is the set of THFEs, symmetric scores also admit
an equivalent characterization via the Gérdenfors properties:

Proposition 4. Let s : F*([0,1]) — [0, 1] be a map. Then:
i) s is a <C-score if and only if it satisfies [WMU] or
equivalently, the weak Gdrdenfors property [WG].
i) s is a strong <°-score if and only if it satisfies [SMU] or;
equivalently, the Gdrdenfors property [G] [2, Definition
12].

Another important case arises when G is the set of closed
intervals of [0,1], denote by I°([0,1]). In this setting, the
following result is satisfied:

Proposition 5. Let s : I°([0,1]) — [0, 1] be a map. Then:
i) s is a <Y-score if and only if a < c and b < d implies
s(la, b]) < s([c, d]).
ii) sis a strong <°-score if and only if it satisfies the extreme
monotonicity property [2, Definition 15].

Examples of symmetric scores include the arithmetic mean,
geometric mean, minimum, and maximum scores [13], [14].
In contrast, some classical scores, such as the product P(A)
[I,cq®, for A€ F*([0,1]), are not.
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Abstract—In this paper we study the definition and ax-
iomatisation of non-falsity preserving and threshold preserving
companions of several extensions of the Monoidal t-norm based
fuzzy logic MTL. More in detail, we first extend some recent
preliminary results on non-falsity preserving logics, and then we
present a new study on threshold-preserving companions of the
three most prominent fuzzy logics, Lukasiewicz, Product and
Godel logics.

Index Terms—Mathematical fuzzy logic, monoidal t-norm
based logic, non-falsity preserving logics, threshold preserving
logics
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I. INTRODUCTION

Fuzzy logics are logics of graded truth and their main
feature is that they allow to interpret formulas in a linearly
ordered scale of truth-values. In particular, systems of fuzzy
logic have been in-depth developed within the frame of
mathematical fuzzy logic (MFL) [5], [9]. In deductive systems
in MFL, mostly with semantics in the real unit interval
[0, 1], the usual notion of deduction is defined by requiring
the preservation of the truth-value 1 (full truth-preservation),
understood as absolute truth. In the last years, there have been
several works studying different variants of deductive systems
of fuzzy logics (see e.g. [3], [4], [6]), mainly by moving
from the (full) truth-preserving paradigm to the paraconsistent
degree-preserving paradigm, in which a conclusion follows
from a set of premises if, for all evaluations, the truth degree
of the conclusion is greater or equal than those of the premises,
see e.g. [2]. Another way of defining a (paraconsistent) variant
of a fuzzy logic is put forward in [1] for the particular case
of Lukasiewicz fuzzy logic. In this approach, the notion of
consequence at work is the non-falsity preservation principle,
according to which a conclusion follows from a set of premises
whenever if the premises are non-false (have a truth-value
greater than 0), so must be the conclusion. Still, another
parameterized family of variants of a given truth-preserving
fuzzy logic is the class of consequence relations determined
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by a given threshold 0 < a < 1. In such variants, a conclusion
follows from a set of premises whenever the premises get
a truth-value at least a this must be also the case for the
conclusion.

In this paper, we first review the non-falsity preserving
companions of extensions of the so-called Involutive MTL
logic, and second we study the syntactically characterisation
of threshold-preserving logics, focusing the study on the three
most prominent extensions of MTL, namely bukasiewicz,
Product and Gdodel fuzzy logics.

II. PRELIMINARIES

Most well known and studied systems of mathematical
fuzzy logic are the so-called t-norm based fuzzy logics, cor-
responding to formal many-valued calculi with truth-values
in the real unit interval [0,1] and with a conjunction and
an implication interpreted respectively by a (left-) continuous
t-norm and its residuum, and thus, including e.g. the well-
known Lukasiewicz, Godel and Product infinitely-valued log-
ics, corresponding to the calculi defined by Lukasiewicz, min
and product t-norms respectively. The most general t-norm
based fuzzy logic is the logic MTL (monoidal t-norm based
logic) introduced in [8], whose theorems correspond to the
common tautologies of all many-valued calculi defined by a
left-continuous t-norm and its residuum [10].

Given a left-continuous t-norm %, we denote by
[0,1]. the standard MTL-algebra determined by =, i.e.
[0,1]. ([0, 1], min, max, *, —,0,1), where — is the
residuum of * and the negation — is defined as —z = = — 0.
Let L be any extension of MTL complete w.r.t. the family
Cr {[0,1]. | [0,1]. is a L-algebra} of standard L-
algebras. Then the typical notion of truth-preserving logical
consequence is the following: for every set of formulas

Lu{e}:
F'Ere

if, for all [0,1], € Cr, and [0, 1].-evaluation e,
if e(y) =1 for all Y € T, then e(p) = 1.

This can be generalised by considering logics that take
[a,1] with @ € (0,1], or (a,1] with a € [0,1) as sets of
designated values. Then the corresponding companions of the
logic L are defined respectively as follows:



if, for all [0,1], € Cr, and [0, 1].-evaluation e,
if e(y)) > a for any ¢ € T, then e(p) > a.
r |:(L“ ¢ if, for all [0,1], € Cy, and [0, 1].-evaluation e,
if e(y)) > a for any ¢ € T, then e(p) > a.

FEf e

The extreme cases are the 1-preserving logic E} = 1,
which is explosive, and the non-falsity preserving logic |:(LO,
which is paraconsistent w.r.t. —. Observe that the finitary
versions of both logics are strongly related. Indeed:

Lemma 2.1: For every pair of formulas ¢, the following
relation holds: ¢ =0 1) iff —¢ =1 —p.

III. NON-FALSITY PRESERVING COMPANIONS OF
INVOLUTIVE MTL EXTENSIONS

Assume L is an axiomatic extension of IMTL, the extension
of MTL with the involutiveness axiom (Inv) “——¢ — ¢7,
complete with respect to a class of standard algebras Cy,, and
whose corresponding notion of proof is denoted .

In order to syntactically characterise %([? defined by the
class of matrices C(L0 = {([0,1]«, Fo) | ([0,1]4, F1) € CL},
the following system nf-L, called the non-falsity preserving
companion of L, is defined in [7] as follows.

Definition 3.1: The calculus nf-L is defined by the axioms
of L and the following rules:

« Rule of Adjunction: (Adj) £ =

e Reverse Modus Ponens: (MP") M%

o Restricted Modus Ponens: (r-MP) w, ifbr @ —

The logic nf-L has been shown to be complete in [7] with
respect to the intended semantics.

Theorem 3.1 (Completeness): Let L be an axiomatic exten-
sion of IMTL. The calculus nf-L is sound and complete w.r.t.
to the class of matrices C(LO.

As a direct corollary, Definition 3.1 provides us with com-
plete axiomatisations of non-falsity preserving companions
of prominent IMTL logics like Lukasiewicz or Nilpotent
Minimum logics.

IV. THRESHOLD-PRESERVING LOGICS

We consider now logics preserving lower bounds of truth-
values of the form =% and ):(La for some a € (0,1], for
extensions L of MTL that are complete with respect to some
class of standard L-algebras Cy..

A. A general setting for Lukasiewicz logics

We state two general but sufficient conditions for a logic L
to guarantee a finitary axiomatisation =5 :
(C1) L satisfies a form of global Deduction Theorem in the
sense that there exists a term ¢ such that:

Tu{ettry iff Thptle) =
(C2) The logic =9 is interpretable in L, that is, there exists a
term 7 such that:

ot it r(e) FLr(y)
Theorem 4.1: Let L be an extension of MTL satisfying

conditions (C1) and (C2). Then the calculus L, defined
syntactically by the axioms of L and the following rules:
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the rules of L restricted to theorems of L,
the rule of Adjunction, and
Frt(r(e) = ()

)

the restricted rule: (Ry )

is a sound and complete axiomatisation of the finitary =9 .

This general result can is applicable to the case of L being
any finite-valued Lukasiewicz logic L, and to Lukasiewicz
logic L. expanded with Baaz-Monteiro operator A.

B. The cases of Godel and Product logics

Godel and Product logics fall outside the scope of Theorem
4.1, and hence they require a specific consideration.

The case of Gddel logic: The analysis of Godel logic G
turns out to be very simple. Godel logic, the extension of MTL
with the axiom (Con) “@ — ¢&”, is complete with respect
to the single matrix M; = ([0, 1]g, {1}), where [0, 1] is the
standard Godel algebra ([0, 1], min, max, *g, —a, 0, 1), with
*c = min and —¢ is its residuum.

Theorem 4.2: |:(GO coincides with classical logic, while for
any a € (0,1, g = & = ko

The case of Product logic.: Product logic II is defined as the
axiomatic extension of MTL with axioms of divisibility and
contraction, see e.g. [9]. Product logic is complete with respect
to the single matrix M; = ([0, 1|1, {1}), where [0, 1]y is the
standard product algebra ([0, 1], min, max, #r1, =11, 0, 1), with
x17 being the product t-norm and —y is its residuum.

The intersection of all the logics =% for all b € (0,1] is
what is known as the degree-preserving companion of =y,
and is denoted as |:§ see [2]. Then, the main result regarding
Product logic is the following.

Theorem 4.3:

. |:£TO is classical logic.
o Forevery a € (0,1), F§ = ﬁl = ':ﬁ C Fo.
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Abstract—En este trabaj o se presenta una nueva propuesta de
funcién generadora de funciones opuestas que permite
generalizar e calculo de funciones de no pertenencia a modelos
de conjuntos borrosos no solamente intuicionistas sino también
pareados.
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pareados, funciones de negacién.

. INTRODUCION

Sea X € conjunto de N observaciones con n caracteristicas
0 variables para cada una de las observaciones X; =
(%1, %42, -+, xin) Que se desean clasificar en K clases o
conjuntos, en otras palabras, realizar una particion del
conjunto de datos X. De tal forma que, segin [1] se obtiene la
metriz M de la particion difusa a partir de las funciones de
pertenencia u.

w: R™ - [0,1]%
Xi = (g e Xin) = (X)) = e (Xiq oo Xin) = Wi
M= [Hik](NxK)

Sin que necesariamente se cumpla que YX_, u;, = 1 para
cada observacion, condicién impuesta por [2]. Esta condicion
implica que una observacién i no pertenezca a una clase k
seriael complementario de p;;, esdecir, 1 — uyy,.

Posteriormente, en [3] aparecieron los conjuntos
intuicionistas, que son una generaizacion de los conjuntos
propuestos por [1], donde se tenia en cuenta el grado de no
pertenencia n. Es decir, {(X;, u, (X)), n.(X))| X;eX}.S
Wix ¥ M =1 = ny =1 — py, en otro caso surge € grado
de duda o de indeterminacion my,, tal que existe la condicion
i + Mige + Ty = 1.

Otra generaizacion de los conjuntos difusos serian los
conjuntos paraconsistentes {(X;, u, (X;), 1, (X)) X;eX}, donde
a diferencia de los conjuntos de Anatassov, cuando p;. +
Ny > 1 surge € grado de conflicto, es decir, ¥, = wy +
N4 — 1, como se puede ver por ggemplo en [4].

Los conjuntos intuicionistas 'y los  conjuntos
paraconsistentes se pueden agrupar en los conjuntos pareados,
ver por gjemplo [4-6], donde ademas se afade €l concepto de
ambiguedad, ¢;,,l0 que da origen a una estructura denominada
penta-val orada.

o7

Il. LA FUNCION DE NEGACION
Definicion 1. La funcion de negacion fuerte es una
aplicacion N:[0,1] - [0,1] tal que tiene las siguientes
propiedades, ver por gjemplo [7-8]:

1. N(0)=1.

2. N1 =0.

3. Es edtrictamente decreciente, dados x,x, € X
conx; < x; = N(x;) > N(xy).

4. Escontinua.

5. Esinvolutiva: N(N(x;)) = x; Vx; € X.

Asi, e caso més sencillo de funcion de negacidn fuerte es
el complementario n;;, = 1 — uy,. Enladefinicion 2.3 de[9] y
en sus observaciones 2.4 se indica que la condicién de
involucion es una propiedad muy fuerte que implica que la
negacion sea biyectiva, estrictamente decreciente, continua y
con un punto fijo o punto de equilibrio. Lo que implica por [9]
gue la Definicion 1 solamente serian necesarios su propiedad 5
y la 3. Como también indica [9] hay otros autores que no
imponen lainvolucién como propiedad como por gemplo [7].

En el caso de conjuntos intuicionistas se necesita lo que se
denomina funcién generadora o™t para obtener la funcion de
funciones de no pertenencia, ver [10-11]. Esta nueva funcién
€s una negacion fuerte mas una nueva condicion: @™ (y) <
1-y,vy € [0,1].

Ejemplos de funciones generadoras para conjuntos
intuicionistas se pueden encontrar por ggemplo en [12-13]. Si
se considera a a;, como un parametro por cada clase o
conjunto difuso, se tienen los siguientes g empl os concretos:

1
Yager [14]. 1y = (1 — py %)% V i,k con ay, €

1.
[1,00).
A-pix) .
2. Sugeno [15]. nikzﬁ\?’ukconake
[0,00)

Segun lo comentado en [10] para la funcién de negacion
de Yager con a;, > 1 no se cumpliria la condicion nimero 1
de la dedificion de negacion fuerte. En el caso de conjuntos
paraconsitentes se puede utilizar de manera similar 4
intuicionista una funcion generadora @P%", que es una



negacién fuerte con la condicion: @P*(y) = 1—1y,Vy €
[0,1].

De manera andloga a |os conjuntos intuicionistas se tienen
los siguientes ejempl os concretos:

1
Yager [14]. ny = (1 — uy )™ V i,k con ay, €

1
0,1]

2. Sugeno [15]. nu = % Vi kconag€
(=1,0]

Es necesario indicar para la funcion de negacion de Y ager
que u;, > @, ya que en otro caso puede dar valores mayores
gue uno.

Y en e caso de los conjuntos pareados se propone la
siguiente funcibn que permite generar funciones de no
pertenencia o funciones opuestas a partir de las funciones de
pertenencia

_ M

Z£:1 Hik

Con la condicién 1/ﬁz = YK . e = max, {uy} cuando
Y1t <1, yaque py, + g + my = 1.
Que tiene las siguientes caracteristicas:

Nig =1 =1-P; pik

1. Sip = 0entoncesny =1
2. Cuando YX_, pix =1y wy = 1, entonces ny, = 0.
Este resultado no es estrictamente cero por la
existencia del conflicto que hace que i, + i > 1.
Es continua.
No siempre es estrictamente decreciente, ya que de
Bi _ Zhe1Me
Bi Zhoitu
estrictamente decreciente en e caso de dos
observaciones distintas i y j. Pero para una misma
observacion se cumple que s py < u;; entonces
1B bk = 1 — B; Hig-
En generad no es involutiva ya que 1—8;(1—
Bi pik=1—PRi+Pi2 pik#pik excepto cuando Bi=1, es
decir cuando YX_, e = 1.
S Yotk =1 (B; =1) entonces Y, my =0y
YK Wi = 0. Modelo estdndar, genera conjuntos
complementarios.
S Yicimi <1 (B> 1) entonces i my >0y
YK Wi = 0. Modelo intuicionista pero sin cumplir
la involucion. En este caso en particular se genera
antonimos seguin el modelo pareado definido en [5,6],
S Yotk > 1 (B; < 1) entonces Yii, my =0y
YK Wi > 0. Modelo paraconsistente pero sin
cumplir la involucién. En este caso en particular se

w

pende del cociente: <1 para que sea
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genera antagonismos segin e modelo pareado
definido en [5,6].

Por dltimo, se puede generdizar la funcion propuesta
considerando un parametro y=1 tal que pondere todos l0s p;;
como ..

I11. CONCLUSIONES

La nueva funcion generadora propuesta en este documento
permite calcular € valor de las funciones de no pertenencia,
negacion u opuestas, de tal forma que se puede utilizar en
diversos tipos de conjuntos difusos frente a la formula de
Yager que solamente funciona bien para conjuntos
intuicionistas.

La nueva funcion generadora propuesta tiene la ventaja
sobre la férmula de Sugeno en que no es necesario estimar €l

vaor del parametro «,, es decir, ya viene dado por las
funciones de pertenencia.

Por €l contrario, la nueva funcion propuesta no va cumplir
siempre todas las condiciones de una negacion fuerte, ya que
es no involutiva en general, excepto cuando 5; = 1.
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Abstract—This work presents the key contributions of
Gutiérrez et al. [EUSFLAT (2025)], which explores the challenge
of assessing the quality of representativeness systems (RS).
RSs aim to model scenarios where a set of sources provides
representation or service to a collection of objects. Building
upon this notion, the authors introduce the concept of coverage
indexes as mathematical tools to evaluate the effectiveness of
such systems. Several subfamilies of coverage indexes are defined
within a formal framework, alongside a general construction
method for their derivation. These indexes form the foundation
for analyzing RSs across various contexts. For instance, in
Gutiérrez et al. [EUSFLAT (2025)] these tools were applied to
the assessment of cluster quality, revealing several promising
features and encouraging further exploration of coverage-based
evaluation methods.

Index Terms—Coverage, Representativeness Systems, Aggre-
gation Functions

I. INTRODUCTION AND RELATED WORK

Representativeness is a fundamental concept in systems where
a set of entities serve as representatives of a population of
objects or individuals, hereafter referred to as a represen-
tativeness system (RS). This notion captures the extent to
which objects can be identified with or covered by their
representatives, based on similarity, shared interests, or the
ability of representatives to meet objects’ needs. Inspired by
the seminal ideas in [1], representativeness can be naturally
modeled as a gradable property measured through coverage
levels, reflecting partial or full representation. In this way, a
natural modeling of such representativeness could consider
it as a gradable property, which can be assessed in terms
of coverage levels or degrees, in the sense that, depending
on how they are related, a given representative might only
partially represent an object or cover its needs, e.g. because the
former is not fully able to effectively provide the latter with
the required service, or because a maximum quality service
can not always be provided.
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RSs apply in diverse contexts, such as political elections,
real estate, healthcare, telecommunications, and more, where
the degree of coverage varies according to relevant crite-
ria. Given contextual variability, a universal formalization of
coverage degrees is challenging, and operational definitions
must be adapted accordingly. For instance, in some scenarios,
coverage degrees might be determined based on a measure of
similarity or dissimilarity between entities, whereas in other
cases, they could rely on how well the services provided align
with those required, the existence of links between the parties
involved, and so forth. Though it may be difficult to formalize,
once defined, these coverage degrees provide valuable insights
into the effectiveness and dependability of representativeness
systems, enabling the assessment of adequate coverage, pos-
sible redundancies, uncovered areas, and the effectiveness of
clustering or assignment methods [1], [5].

Once a formal characterization is established for a specific
scenario, the information provided by a coverage degree be-
comes significantly more valuable when processed through an
information aggregation (or fusion) procedure. This process,
commonly understood as the application of mathematical
or computational techniques to combine and condense the
available data into meaningful indices that reflect various
dimensions of the system under consideration (see [1], [3], [4],
[6], [9]), is a key tool for leveraging coverage information for
the purposes described above. In the context of RSs, such ag-
gregation can be broadly understood as a procedure that takes
coverage data as input and produces a single summary value,
whose interpretation depends on the specific characteristics of
the aggregation method and may reflect different aspects of
system quality.

In [8], we first proposed a formal definition of a repre-
sentativeness system (RS). We then focused on evaluating
the extent to which the analyzed objects are represented
within such systems. To this end, we introduced the concept
of a coverage index as a function satisfying a number of
desirable properties, which serve as the foundation for the
development of quality measures for RSs. These properties
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are designed to reflect intuitive principles such as fairness and
symmetry, ensuring that the evaluation remains invariant under
object permutations. Following the general idea that a good
representational structure should guarantee that most objects
are reasonably covered by at least one source, we characterized
a quality index aimed at capturing this global perspective.
This leads to the definition of the global coverage index
(GCI), whose formulation is expressed in particular through
the functional composition. Within this framework, grouping
functions [2] are employed to model a disjunctive behavior,
aligning with the ideal scenario in which each object is fully
represented by a single source.

II. MAIN CONTRIBUTIONS

Next, we recall and discuss with some detail the main contri-
butions established in [8]:

« Formal definition of a representativeness system (RS),
as a triplet RS= (X, S, U), where X = {z1,...,2n}
denotes a finite set of objects, and S = {s1,...,5x} a
finite set of representatives or coverage sources. For each
ie{l,...,N}and j € {1,...,K}, let U = (u;;) be
an N x K matrix with entries u;; € I = [0, 1], where
u;; represents the degree of coverage of object x; € X
by representative s; € S. The value u;; = 1 corresponds
to full coverage, while u;; = 0 denotes a complete lack
of coverage. Intermediate values indicate partial degrees
of representativeness. The choice of the interval [0, 1] is
conventional but not restrictive, as any closed interval
I = [a,b] C R could be considered instead. The matrix
U = (u;j)Nxxk is referred to as the coverage matrix.
If Un i (I) denotes the set of all N x K matrices with
entries in I, then clearly U € Uy g (I).

Formal definition of coverage indexes, as a general
notion of quality index for an RS to evaluate how well
objects in X are represented by sources in S from the
information in the coverage matrix U. We also provide an
alternative characterization designed to satisfy a specific
symmetry condition. This leads to the notion of a fair
coverage index, which ensures that any such index re-
mains invariant under permutations of the objects, as well
as under permutations of the coverage degrees associated
with each object.

Formal characterization of a Global Coverage Index
(GCI) as a general family of mappings representing
different global conceptions of quality of an RS. We also
work on a specific characterization of GCIs based on
compositions of two functions, M o G . The first one,
G:Unk(I)—1 N is a vector function with all its com-
ponents being equal, i.e. such that for any U € Uy k(1) it
is G(U) = (G(uy),...,G(uy)) € IV, where G : I¥ —
I. The second function, M : IN — I, produces the
final aggregated value M(G(uy),...,G(uy)) = (M o
G)(U) € I. A relevant example of GCI is the index
obtained by using G = max and M = mean. We then
focus on obtaining sufficient conditions on the functions
G and M to ensure that composition M o G captures

60

the intended meaning of a GCI as a quality metric that
measures the extent to which most objects in X are
adequately covered by the representatives in S.

We also present and demonstrate several desirable proper-
ties of these composition-based GCls, and illustrate their
potential usefulness in cluster validation analysis through
a practical application: using several examples, we show
how coverage indexes can be useful in capturing different
aspects of a partition quality.

Thus, the described work [8] represents an advance within
a well-established line of research, where many directions still
warrant thorough investigation. Future research in this direc-
tion will focus on a more in-depth study of the mathematical
properties of the different families of coverage indices, as well
as developing their applications in various fields, such as social
network analysis [7], [12]. Another research line will address
the use of OWA operators [10], particularly MEOWA [11]
operators, to fulfill the averaging role of the function M in
GClIs.
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Resumen—En este trabajo, presentamos una nueva familia de
funciones de agregacion inspiradas en la integral Choquet, pero
reemplazando la medida por funciones mas generales. Es un
resumen de los resultados presentados en el trabajo [3] que se
encuentra bajo revision en la revista Information Fusion.

Index Terms—Fusién de datos, funcion de agregacion, integral
Choquet

I. INTRODUCTION

La fusién de datos es un elemento esencial en la mayor
parte de los problemas cientificvos y técnicos. Una de las he-
rramientas mds utilizadas para este proceso son las funciones
de agregacion [1], [2], [S]. Y entre estas, en los dltimnos
tiempos han adquiriso particular relevancia las agregaciones
basadas en integrales Choquet y Sugeno [4], [6]

En este trabajo, y siguiendo la linea de recientes extesiones
y generalizaciones de la nocién de integral Choquet, propo-
nemos una nueva familia de agregaciones cuya construccién
se inspitra en esta. En concreto, proponemos reemplazar la
medida utilizada para la construccion de la integral Choquet
por funciones crecientes, obteniendo una nueva familia de
operadores que puede interpretarse como una combinacién
convexa de las entradas pero con pesos que dependen de todas
las entradas menos de aquellas directamente influenciadas por
el peso. Esta construccién permite recuperar operadores bien
conocidos, como los OWA, asi como algunos casos de la
integral Choquet discreta.

II. PRELIMINARES

Sean > 3. Para 4,5 € {1,...,n} coni # jyx =
(1,...,2n) € [0,1]™, denotamos por X; ; el resultado de
la proyeccién P ;) : [0,1]" — [0,1]""2 que omite las
componentes ¢ and j.

Este trabajo estd financiado por el proyecto PID2022-136627NB-100
(MCIN/AEI/10.13039/501100011033/FEDER, UE)
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Dada (z1,...,2,) € [0,1]", denotamos por (-) una permu-
tacién {1,...,n} tal que:
T STR) S ST -
Para n > 2, escribimos N = {1,...,n} y 2" denota el

conjunto de subconjuntos de N.

Recordemos que una funcién de agregacién es una funcion
A @ [0,1]" — [0,1] creciente y tal que A(0,...,0) = 0
y A(1,...,1) = 1. Entre las funciones de agregacién, cabe
destacar los dos ejemplos siguientes:

1 ( [7) Sea n > 2 y un vector de pesos w
(w1,...,w,) € [0,1]" (e, wy + -+ +w, = 1. el
moperador OWA asociado a w es la mfunciéon Fy, :
[0,1]™ — [0,1] dada por:

Fw<$1,...

yTn) = WIT(n) + WaT(n—1) + -+ + Wp(1) -
(i) Sea m : 2¥ — [0, 1] una medida difusa (no aditiva). La
integral Choquet con respecto a m es la funcién C,, :
[0,1]™ — [0,1] dada por:
Cn(x) =Y () = 2-1)) - m(Ag),
i=1

donde A¢y = {(i),(i 4+ 1),...,(n)} vy, por definicién,
Zo) = 0.

III. FUNCIONES INSPIRADAS EN LA INTEGRAL CHOQUET:

DEFINICION Y PROPIEDADES
El principal concepto introducido en el trabajo [3] es el
siguiente:
Definicion 1: Sea n > 3. Dada una funcién simétrica y
creciente F : [0,1]"~2 — [0, 1], definimos la funcién inspirada
en la integral Choquet I'r : [0, 1]" — [0, 1] como:

n—1
Ip(z1,...20) = 20y + Z(I(zﬂ) — () F(X@y, (i41)) -
i=1
(D



Por ejemplo, tomemos n = 3. Si F' : [0,1] — [0, 1] es una
funcién creciente, I'r viene dada por:

Lp(x) =20) + (22 —20) F(2@3) + (23) —202)) F(21)) 5

que podemos reescribir como:

Ip(x) = $(1)(1—F($(3)))+$(2)(F(x(z))—F($(1)))+$(3)F(€U(1)j

En particular, si tomamos F'(z) = x,obtenemos:
I'p(x) =z trere —rnre) = (1-2@2)r0)+2@2)2s) -

Es decir, ' es una combinacién convexa del minimo y el
maximo, con pesos determinados por la mediana.

El principal resultado en [3] es el siguiente

Teorema 1: Sea n > 3. Para cualquier funcién simétrica y
creciente F : [0,1]"~2? — [0, 1], la funcién 'z es una funcién
de agregacion idempotente.

En el paper se analizan diversas propiedades de estas
funciones En cuanto a la relacion de los nuevos operadores
con funciones de agregacién conocidas, por razones de espacio
simplemente mencionaremos aqui los siguientes resultados
sobre la conexién con los OWA

Para k € {1,...,n — 2}, tomemos como F el k-esimo
estadistico. Es decir:
F(y17 cee 7yn72) = Qk(ylv e 7yn72) = y(k) .

Entonces se verifica que:

k
To,(x) = o)+ Y (T(41) — T(1))T(et2)
=1
n—1
+ D (@) — T@)Tw)

i=k+1

que puede simplificarse como:

Lq, (X)

1) + (Zrt1) — Z(1))T(k42)
(T(n) = T(ht1))T (k)

1) (1= Zrt2)) + Tet1) (T (k42)
(k) + (@) T(n) -

+

por otro lado, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2: Sea n > 3y sean Iy, Fy : [0,1]"72 — [0,1]
dos funciones simétricas crecientes. Para todo 0 < k < 1, se
verifica que:

Crmta-rym = klp + (1 = k)R, .

Como un operador OWA operator es una combinacidn
convexa de estadisticos de orden, tenemos que

Corolario 1: Sean > 3, w = (wy,...,w,_2) € [0,1]"2
un vector de pesos y Fy, : [0,1]"72 — [0, 1] el operador OWA
generado por w. Entonces:

n—2
Tp, (21,...,2,) = ZkaQk(xl, ceeyTp) -
k=1
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IV. CONCLUSIONS

En [3] se presenta el concenpto de funcién de agregacién
inspirada en la integral Choquet, y se estudian sus propie-
dades y relaciones con otros operadores de agregaciéon bien
conocidos. Consideramos que este trabajo puede ser el inicio
de un nuevo campo de investigacién para aquellos problemas
onde la determinaci “‘on de medidas para el uso de integrales
ifusas puede resultar complejo.
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Resumen—Este trabajo es un resumen del articulo realizado aquellos cuyo soporte es un subintervalo cerrado de una
por Gonzilez-Hidalgo, M., Massanet, S., Mir, A. Riera, J. Vicente  cadena finita L, = {0,1,--- ,n}, han sido ampliamente
y De Miguel, L. titulado ”On Fuzzy Implication Functions Based

investigados en la literatura, ya que constituyen la base tedrica
on Admissible Orders on the Set of Discrete Fuzzy Numbers” y pu- del gd lo lineiifstico b dy d . }l]) di ¢
blicado en la revista International Journal of Computational In- ¢! modelo Anguisico basado en NUMEros HOIrosos diScretos

telligence Systems 18, 130 (2025), https:/doi.org/10.1007/s44196- [7]. En este contexto y considerando un orden parcial, se
025-00874-9 para su presentacion en el XXIII Congreso Espafiol construyeron algunas familias de funciones de agregacién

de Tecnologias y Légica Fuzzy (ESTYLF 2025) KeyWorks. y funciones de implicacién basadas en operadores discretos

Index Terms—Nimero borroso discreto, Funciones de impli- andlogos definidos en una cadena finita (para mas detalles,
cacion, Orden Total, Orden admisible, Ranking de niimeros . . .

——— por ejemplo, véase [8], [9]). En este articulo, nos basamos en

las distintas familias de 6rdenes totales estudiados en [7] para
presentar un novedoso método de construccién de funciones
de implicacién en el reticulo totalmente ordenado y finito

En el campo de la 16gica borrosa, el estudio de las funciones L' = (DlL"_’Y’", =A¢,0,1) (de nimeros borrosos discretos
de implicacién ha sido un tema de gran interés para los cuyo soporte es un subintervalo cerrado de la cadena finita
investigadores, no solo porque generalizan las implicaciones L" y cuyos grados de pertenencia pertenecen a un subconjunto
de la légica booleana clésica, sino también por sus interesantes  finito Y,,, = {y1 = 0,92, - ,ym = 1} del intervalo [0,1]), a
aplicaciones, como el razonamiento aproximado, el control partir de funciones de implicacién definidas sobre la cadena
difuso, la morfologia matemdtica difusa o el procesamiento 1, donde k = ‘D{m%Ym — 1. En concreto,
de imégenes, entre otras [1]. Desde una perspectiva tedrica,
se han propuesto diversas lineas de investigacién, como por
ejemplo, el desarrollo de nuevos métodos de construccién [1]
0 defmir estos operadores. en otros QOminios de deﬁpicién, T- Dan—mn % ,Dan—>Ym SN Dan—mn
considerando en lugar del intervalo unidad, cadenas finitas [2] (A, B) s I(A,B),

o reticulos acotados [3].

En el caso de un reticulo acotado, el orden natural he- definida como Z(A,B) = pos~(I(pos(A),pos(B)))
redado es parcial y dos elementos del reticulo no siempre una funcién de implicacién definida sobre el reticulo £’ =
son comparables. Esto puede ser un gran inconveniente, en (Df"ﬂy’", =<t,0,1) donde la funcién de posicion pos se
especial en algunas aplicaciones como en problemas de toma define como ’
de decision. Los 6rdenes admisibles, entendidos como 6rdenes POS : DlL”_’Y’”
lineales o totales que generalizan el orden clasico, fueron A
introducidos por Bustince et al. [4] como una solucién a
este problema. Esta familia de 6rdenes se ha investigado en  (siendo pos(A) = ‘{ X e Dan*Ym | X <1 A}|—1y donde
diferentes marcos, como es el casos de los conjuntos borrosos s
dubitativos, el conjunto de nimeros borrosos, el conjunto de
Z-ntimeros discretos [5] o el conjunto de nimeros borrosos mentos del conjunto DlL " que son menores o iguales que
discretos [6]. Los nimeros borrosos discretos y, en particular, A de acuerdo al orden total(admisible) < A§)'

I. RESUMEN

Teorema 1: Sea I una funcién de implicacién sobre L =

{0,...,k} siendo k = ‘DlL”_)Y’” — 1. La funcién

a

— Lk
—  pos(A),

{X e DF»=Ym | X < Al A}‘ representa el nimero de ele-
é
—Ym
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Ademas, se demuestra que existe una correspondencia bi-
yectiva entre el conjunto de funciones de implicacién en el
subconjunto mencionado anteriormente de niimeros difusos
discretos y el conjunto de funciones de implicacién discretas
definidas en la cadena discreta tal como se ve en le siguiente
resultado:

Teorema 2: Consideremos Z,/ el conjunto de funciones de
implicacién definidas sobre el reticulo £’ (DlL"HY’", =Al
,0,1) y Zp, el conjunto de funciones de implicacién definidas
sobre la cadena L = (L, <,0, k) siendo k = ‘Df’ﬁy’"’ —1.

Sea H la funcién

H: Iﬁ/
7z

— ILk
— HI)=1,

donde I es una funcién de implicacién definida como
I(u,v) pos(Z(pos~—*(u),pos~1(v))) para toda pareja
(’LLJ)) € L X Ly .
Entonces, H es una biyeccion cuya inversa es la funcién
HL: ILk
I

— Iﬁl
= HTY() =T,

donde 7 es la funcién de implicacién construida siguiendo el
procedimiento descrito en el teorema 1.

En este articulo se investigan a fondo las propiedades
basicas de estas funciones de implicacién, concluyendo que
se conservan bajo el método de construccién propuesto. En
particular, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3: Sea I/ el conjunto de funciones de implicacién
definidas sobre el reticulo £’ (Df"ﬁy””, <At,0,1) y sea
7y, el conjunto de funciones de implicacién deéfinidas sobre
la cadena finita L = (L, <,0, k) siendo k = ‘DIL””Y’"’ —1.

Sea ‘H la funcién

H: I/;/
7

— ILk,
—  HEZ) =1,

definida en el teorema 1.

(i) Sea I € 7, una funcién de implicacién definida sobre
el reticulo L que verifica la propiedades mas habituales(
por ejemplo, el principio de neutralidad por la izquierda
(NP), el principio de intercambio (EP), el principio de
identidad (IP), el principio de ordenacién (OP), la con-
trapositividad con respecto de una negacién N (CP(N)).
Entonces Z = H~*(I) es una funcién de implicacién en
el reticulo £’ que verifica las mismas propiedades. En
este caso, si I verifica la contraposicién con respecto a
una negacion discreta N definida sobre Ly, entonces Z
verificard la misma propiedad considerando la funcién de
negacién A definida sobre el reticulo £’ de la siguiente
forma N'(A) = pos™!(N(pos(A))), Ae L.

Sea Z una funcién de implicacién sobre el reticulo
L' que verifica las propiedadades més habituales (por
ejemplo, el principio de neutralidad por la izquierda
(NP), el principio de intercambio (EP), el principio de
identidad (IP), el principio de ordenacién (OP), la con-
trapositividad con respecto de una negaciéon N (CP(N))..
Entonces [ H(Z) es una funcién de implicacién

(ii)
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sobre Ly, que satisface las mismas propiedades. En este
caso, si Z satisface la contraposicién con respecto de la
negaciéon N definida sobre el reticulo £, la funcién de
implicacién I verifica la misma propiedad con respecte
la funcién de negacién N definida en L dada por
N(u) = pos(N(pos—t(u))), u € L.
En conclusién el método de construccion presentado en este
trabajo proporciona una forma sistemética de extender las fun-
ciones de implicacion discretas a estructuras mas complejas,
al tiempo que se conservan sus propiedades subyacentes.
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Random choice of referring expressions with fuzzy
properties based on user preferences
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Abstract—In this paper, we analyze the problem of referring
expression generation for groups of objects (plural referring
expressions) when the properties that describe the objects are
affected by graduality. The proposed method — based on Fuzzy
Sets, Formal Concept Analysis, and Representations by Levels —
allows to randomly obtain valid referring expressions according
to user preferences.

Index Terms—Referring expressions, plural referring expres-
sions, fuzzy properties, formal concept analysis, representations
by levels.

I. INTRODUCTION

One of the most relevant tasks in the field of Natural
Language Generation [1] is referring expression generation
[2]. Simply speaking, referring expressions can be conceived
as conjunctions of properties whose aim is referring to an
object or a group of objects within a dataset. In the most
general case, when the target is a group of objects, they
are called plural referring expressions. In this paper, we will
consider this general case though, particularly, the reference to
specific objects is also covered by considering that the target
group may contain only one object.

For a machine to refer to a group of objects within a dataset,
for example in the context of a dialogue with the user, an
appropriate expression must be automatically generated so that
the intended group of objects can be univocally identified by
the user. Sometimes it is useful to be able to (randomly) vary
the expression, for example, in case a previous expression had
not met the objective of identifying the target group, or simply
to simulate a certain naturalness in the dialogue process.

This problem is complex due to several reasons, including
the fact that not all groups of objects in a dataset are referable
(i.e. distinguishable from the others) and that, when they are
referable, it is usually necessary to choose among different
referring expressions that are valid for distinguishing the group
of objects in the dataset.

One of the techniques used to determine the set of referable
object groups within a dataset is Formal Concept Analysis
(FCA) [3]. Within FCA, the most important notion is that of
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formal concept, which biunivocally relates object groups and
sets of properties that describe them. In [4], the relationship
between FCA and the referring expression generation problem
is introduced, with results that allow to characterize the
referability (distinguishability) of a group of objects together
with the space of valid referring expressions to distinguish
them.

This problem of generating referring expressions for a group
of objects becomes more complicated when the properties that
describe the objects are gradual. In this case, the problem
of symbol grounding related to the linguistic terms used to
express the properties and their underlying domains must also
be solved.

Zadeh’s Fuzzy Set theory is a tool of proven utility for
providing semantics to the linguistic terms used to express
those object properties affected by graduality, establishing a
way to relate these terms to an underlying measurable domain.

Furthermore, there are different approaches to FCA in the
gradual setting generated by these properties (see a review in
[5]). Among them, we can find RL-FCA [6], which uses the
theory of Representations by Levels (RL) [7] to link the use
of fuzzy sets with conventional FCA.

As we will outline in this work, the combined use of these
three tools (namely, Fuzzy Sets, Representation by Levels, and
FCA) allows us to obtain a space of valid referring expressions
for a specific group of objects, which can additionaly be
nuanced according to user preferences. Once defined this
space, an appropriate probabilitiy distribution can be defined to
guide the automatic selection of a referring expression among
those valid and preferred by the user.

II. SPACES OF REFERRING EXPRESSIONS IN A CRISP
SETTING

The starting point of FCA is the definition of a formal
context that describes the objects of the problem and the
properties that characterize them. Formally, a context C is a
triple (O, P, I), where O is a set of objects, P is a set
of binary properties that the objects of O can satisfy, and
I C O x P is such that (o,p) € I if, and only if, the object o
satisfies the property p.

Once the formal context has been defined from the data set
in question, the main objective of FCA is the search for what



are known as formal concepts: a formal concept is nothing
more than a pair of sets (A4, B) € P(O) x P(P), such that
A =B and B = A, whith A’ = {p € P|Va € A,(a,p) €
I} and B’ = {0 € O|Vb € B,(0,b) € I}. A is called the
extension of the concept, while B is called its intension.

The set F'C(C) of all formal concepts of a context C has the
form of a lattice regarding the order relation between formal
concepts induced by the inclusion between their extensions
(similarly, the inclusion between intensions can also be con-
sidered).

In [5] it is shown that a set of objects A C O is referable
(distinguishable from the others) with properties of P if, and
only if, 3B C P|(A, B) € FC(C). Moreover, in that case, B
is a referring expression for A. In fact, it is the largest referring
expression that can be used to refer to A, in the sense that any
other valid referring expression to A will be contained in B.
The space RE 4 of valid referring expressions to A can be
characterized based on the neighboring of (A4, B) in FC(C),
facilitating its computation from the aforementioned lattice.

III. REFERRING WITH FUZZY PROPERTIES

If any of the properties that characterize the objects in our
problem are fuzzy, the membership of a pair (o,p) to I in a
context is unclear, and we need tools to manage this graduality.

A way to do this is by considering formal contexts based
on the theory of Representations by Levels [5]. A RL- formal
context ¢ allows formal contexts to be associated with levels
in (0,1], considering different tolerance levels in relation to the
graduality of the problem. Succinctly, we can consider, for a
fuzzy property p, that (o, p) belongs to I in the context &, if,
and only if, x,,(0) > a, with a € (0, 1]. Each €, build in this
way leads us to an associated concept lattice F'C(€,,).

Therefore, instead of a single lattice, as we had in the
crisp case described in the previous section, the management
of graduality in fuzzy properties leads us to an RL-concept
lattice. We will call RE,4 , to the space of valid reference
expressions in €, for each A C O. In particular, RE4 , = ()
at those levels where A is not referable.

IV. VALID REFERRING EXPRESSIONS PREFERRED BY THE
USER

From the obtained RL-concept lattice, it is possible to
calculate the fuzzy set RE 4 of valid referring expressions
for a certain A C O following the ideas proposed in [7] to
obtain the fuzzy summary of any RL-system.

To do this, it is enough to take as value of pzz (re) the
probability that, taking a random « € (0, 1], re € RE A,a fOr
each re € P(P).

Additionally, we can consider other interesting fuzzy sets
defined over P(P), whose semantic correspond to different
criteria that can be taken into account to express user prefer-
ences regarding referring expressions.

Some examples of these criteria can be expression length
(for example, to determine the set of short expressions or the
set of long expressions) or criteria based on the salience of
the properties, among many others [2].
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In general, we can consider EECl e ,EE c,, as the differ-
ent fuzzy sets defined on P(P) obtained based on the different
criteria that the user employs to express her preference regard-
ing referring expressions. . .

By considering RE 4 together with RE¢,,...,REc,, we
can build the fuzzy set of preferred valid referring expressions
for a certain A C O as follows:

—_~—

prefRE4 = ]/%\EA ® ]/%\./ECI ®R...Q ]/%\./Ecn
where ® is a t-norm.

V. RANDOM CHOICE OF REFERRING EXPRESSIONS BASED
ON USER PREFERENCES

We have commented in the introduction that, when building
an automaton capable to interact with the user by means
of appropriate referring expressions within a dataset, it may
be interesting to randomly select referring expressions from
among those preferred by the user.

One way to do this is by defining, for each A C O, a
probability distribution Proba over P(P) as follows:

HprefREA(T€)
re’eP(P) HprefREA (re)
This allows the automaton to randomly vary the expression
used based on its validity and the user’s preferences.

Proby(re) =

VI. CONCLUSIONS

In this work, we have outlined a way to randomly generate
referring expressions to distinguish groups of objects within a
dataset with fuzzy properties.

The combined use of fuzzy set theory and representations
by levels allows the adequate representation and management
of graduality within the framework of formal concept analysis,
a useful tool for referring expression generation.

In this work, we have characterized the set of valid referring
expressions preferred by the user to distinguish a given group
of objects and we have shown how it can be used to induce a
probability distribution on the referring expression space that
allows for their consistent random selection.
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Abstract—En este trabajo se estudia la monotonia de las
medidas de similitud para intervalos basadas en t-normas segin
incrustaciones. Comiinmente se asume que dados tres conjuntos
ordenados segiin la relacion de inclusion, el grado de similitud
entre el mayor y el menor debe ser inferior al valor de la
similitud obtenido al comparar el que ocupa la posicion central
con cualquiera de los otros dos. La debilidad que presenta esta
propiedad es que no exige nada cuando se consideran intervalos
que no estan ordenados. Por ello, se recurre a una nueva
condicion de monotonia basada en el infimo y el supremo que,
aunque resulta intuitiva, no se satisface para cualquier similitud.
Concretamente, se proporcionan cuatro familias de incrusta-
ciones que definen similitudes que satisfacen dicha condicion
de monotonia al considerar la relacion de inclusién y el orden
reticular.

Index Terms—similitud, incrustacion, monotonia, intervalos

I. INTRODUCCION

Las medidas de similitud han sido ampliamente estudiadas
en la literatura por sus aplicaciones en diversos ambitos
del conocimiento (ver, por ejemplo, [1]-[3]). En particular,
las medidas de similitud pueden emplearse para comparar
intervalos, que se presentan como una alternativa adecuada
a los nimeros reales cuando lo que se pretende es representar
informacion relativa al pensamiento humano.

En este trabajo se sefiala que, a pesar de que la monotonia
respecto a la inclusién es un axioma popularmente aceptado,
puede ser ser demasiado débil puesto que no es posible
aplicarlo a cualesquiera tres intervalos. Es por ello que, para
estudiar la monotonia, se va a considerar la generalizacion
propuesta en [10]. Esta investigacion se centra en explorar qué
familias de incrustaciones generan similitudes que satisfacen
dicha condicién.

El trabajo se organiza como sigue: en la siguiente seccidn
se introducen algunos conceptos fundamentales. En la Seccién
IIT se desarrolla el estudio de la monotonia de las similitudes
definidas mediante incrustaciones y en la seccién IV se reco-
gen las conclusiones del estudio.

II. PRELIMINARES

En esta seccidn se establece la notacién y se introducen
aquellos conceptos fundamentales para este estudio.

Los autores expresan su agradecimiento a los proyectos SEK-25-GRU-
GIC-24-018, MCINN-23-PID2022-139886NB-100, MCINN-24-PID2023-
1466210B-C21 y SCIMIN-CRM-101177746.
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Se considera el conjunto de todos los intervalos cerrados
incluidos en el intervalo unidad [0, 1] y se emplea la siguiente
notacién: £([0,1]) = {[a,a]|la,a € [0,1] y a < a}.

Las medidas de similitud son operadores que permiten
cuantificar cudn similares son dos objetos, proporcionando
un grado de similitud comprendido entre 0 y 1. A pesar de
que en la literatura pueden encontrarse diversas definiciones,
en su mayoria presentan dos propiedades comunes (ver [S]—
[7]): deben ser simétricas y el valor midximo del grado de
similitud debe alcanzarse unicamente cuando los intervalos
comparados coinciden. En [5] proponen adicionalmente el
siguiente axioma, que se puede entender como una condicién
de monotonia:

aCbCc¢ = Sa,c) <min(S(a,b),S(b,c)). (S3)

Intuitivamente, este axioma establece que si los intervalos
estan ordenados, el grado de similitud entre ellos también.

Las funciones de incrustacién [8], denotadas por E, miden
en qué medida un intervalo estd contenido en otro. Estos
operadores toman el valor maximo unicamente cuando el
primer intervalo estd totalmente incluido en el segundo, toman
el minimo cuando los intervalos no tienen ningin punto
en comin y satisfacen adicionalmente las dos condiciones
siguientes:

Si b C ¢ entonces E(a,b) < E(a,c) (D)

2

En [9] se proporciona una familia de medidas de similitud
tomando como punto de partida medidas de incrustacion. Dada
una t-norma 7' y una medida de incrustacién F, se denomina
similitud basada en la t-norma segin la incrustacién a la
funcién S : £([0,1])? — [0, 1] definida como sigue :

SE(a,b) = T(E(a,b), E(b,a))

Sia CbC centonces E(c,a) < E(b,a)

3)
1. ESTUDIO DE LA MONOTON{A

La idea de monotonia para las funciones de similitud
expresada a través del axioma (S3) puede generalizarse con-
siderando un orden cualquiera entre intervalos, denotado por
<. Dados a,b,c € L([0,1]):

a=<b=c= S(a,c) <S(a,b),S(a,c) <S(b,c) @



La principal debilidad de esta propiedad radica en que, si
se trabaja con un orden que no es total, se convierte en una
condicién vacia para cualquier conjuntos de tres intervalos no
ordenados. En [10] se presenta una condiciéon de monotonia
que permite abordar esta limitacién en el dmbito de los con-
juntos difusos intervalo-valorados. Aplicdndola para intervalos
en £([0,1]), la idea de monotonia para las similitudes puede
expresarse como sigue para cualesquiera a, b, ¢ € L£([0, 1]):

S(inf(a, b, c), sup(a,b,)) < S(ab) 5)
= <

Noétese que para garantizar la existencia de infimo y supremo
es preciso que el orden considerado genere un reticulo en
£(]0,1]). En el caso del orden reticular, dados a,b,c €
£L([0,1]) el infimo y el supremo serdn los intervalos siguientes:

(6)

ij{lf(m b, c) = [min(a, b, ¢), min(a, b, )]

sup(a, b, ¢) = [max(a, b, ¢), max(a, b, )]
Lo

(7

En el caso de la relacion de inclusidn, se consideraran in-
tervalos tales que aNbNec # () para garantizar la existencia del
infimo. Asi, infc(a,b,c) = anbNe, supc(a,b,c) = aUbUc.

Veamos que pueden definirse familias de incrustaciones que
permiten obtener similitudes que verifican (5) para el orden
reticular y la inclusion. Las implicaciones I : [0,1]* — [0,1]
consideradas de ahora en adelante verifican que:

I(z,y)=1<=x<y (8)

Proposicion 3.1 Sea 7' una t-norma e [ una implicacién
verificando (8). El operador E; : £([0,1])? — [0, 1] dado por
Er(a,b) =0sianb=0y Ef(a,b) = min(I(b,a),I(a,b))
en otro caso, define una medida de incrustacién tal que:

Sy (inf(a, b,¢), sup(a, b, c)) < Sp'(a,b)  (9)

o Lo

Smin(i0f(. b, ), sup(a, b, ) < Sy (a,b)  (10)
= C

Algo similar ocurre al medir el grado de inclusién a
partir de otras incrustaciones y se muestra en las siguientes
proposiciones:

Proposicion 3.2. Sea 7" una t-norma y «, 3 > 0 tales que
«+ 3 < 1. El operador Ey_, : £([0,1])*> — [0,1] dado por
E4.,(a,b) =1sia=0b, Ey ,(a,b) =0sianb=10osi
w(@nb) =0cona by Ey, ,(a,b) =a+ Pw(anbd)en
otro caso, define una medida de incrustacién tal que:

Sf%ﬁ (iilf(a, b, c),sup(a, b, c)) < Sf%ﬂ (a,b) (11)
o Lo
Ed)aﬁ . Ed’a[ﬁ
Smin (lIclf(CL, b7 C)’ Sup(a7 b7 C)) S Smin (a’ b) (12)
= C

Proposicion 3.3 Sea I una implicacién satisfaciendo (8).
El operador Ey, : £([0,1])? — [0,1] dado por E,(a,b) =0
sianNb=10y Ey, (a,b) = I(w(a),w(aNb)) en otro caso,
define una medida de incrustacién tal que:

SE¢I

min

SEM

(iilf(a,b,c),sup(a,b,c)) S min (13)

Lo

(a,b)
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E¢I

min

Eo, .
e (nclf(a, b,c),sup(a,b,c)) < S 1 (a,b) (14)
< C
Un caso particular de la familia £y, que permite considerar
una t-norma arbitraria viene caracterizado por la siguiente

funcién de implicacién:

I,

m

s)

Proposicion 3.4 Sea T una t-norma. La similitud segin T’
basada en el operador Ey,  cumple que:

w (2, y) = sup{z € [0,1] | min(z,z) <y}

E E
ST¢ITm‘“ (iilf(a7 b, c),sBp(a, b,c)) < ST¢ITm‘“ (a,b) (16)

E
St

d)ITrnin

Ey
(irclf(a,b, c),sup(a,b,c)) < Sp "inin (a,b) (A7)
< c
En aquellos casos en los que se ha recurrido a la t-norma
del minimo, puede probarse que la propiedad no es cierta al
considerar una t-norma cualquiera.

IV. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha explorado la monotonia de algunas
familias de similitudes obtenidas a partir de medidas de
incrustacion. Particularmente, se han proporcionado cuatro
familias de incrustaciones tales que, al considerar el orden
reticular o la inclusién, el valor de similitud obtenido al
comparar el infimo y el supremo de tres intervalos cualesquiera
es menor que el grado de similitud entre los pares de interva-
los implicados. A pesar de que la condicién de monotonia
empleada resulta coherente e intuitiva, no se verifica para
cualquier funcién de similitud entre intervalos. Es por ello
que, en algunos casos ha sido preciso restringirse a la t-norma
del minimo para garantizar la propiedad de monotonia.

Como trabajo futuro, nos proponemos estudiar esta nueva
propiedad de monotonia en un contexto mds general, en parti-
cular, para familias més generales de medidas de incrustacion.
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Abstract—Los conjuntos difusos typical hesitant (THF) per-
miten representar la incertidumbre asociada al hecho de que
diferentes expertos asignen multiples grados de pertenencia a
un mismo elemento. Esta flexibilidad los hace especialmente
adecuados para problemas de decision, pero también plantea
desafios en la comparaciéon de alternativas y la preservacion
de propiedades matematicas fundamentales. En este trabajo
proponemos un marco de decision basado en una nueva nocién
de convexidad para conjuntos THF, con el objetivo de garantizar
rigor en los procesos de optimizacion y toma de decisiones.
Para ello, desarrollamos operaciones de interseccién, union y
a-cortes compatibles con esta nueva convexidad, y demostramos
como aplicarlas en problemas reales de decision. La propuesta,
publicada en [5], permite trabajar con restricciones imprecisas,
respetando la estructura original de los datos.

Index Terms—Conjuntos difusos typical hesitant, convexidad,
toma de decisiones, orden admisible.

I. PRELIMINARES Y MOTIVACION

En determinados contextos de decision, es habitual que
distintos expertos proporcionen valoraciones imprecisas sobre
las alternativas disponibles. Los conjuntos difusos introducidos
por Zadeh son una herramienta ttil para trabajar con esa
imprecisién inherente a los datos [3], [14]. Una de sus exten-
siones, los conjuntos typical hesitant (THF) [1], [10], permite
asignar a cada elemento un conjunto finito y no vacio de
grados de pertenencia, capturando la diversidad de opiniones
en situaciones de incertidumbre. Formalmente:

Definicion 1.1: [1] Sea H = {S C [0,1] : S es finito
y S # 0}. Un conjunto difuso typical hesitant A sobre un
universo X se define como A = {(z,ha(x)) : x € X}, donde
ha: X — H.

Denotamos el cardinal del elemento THF h4(xz) como
#h4(x). Sin embargo, la comparacién entre elementos hes-
itant plantea dificultades cuando los conjuntos tienen dis-
tinta cardinalidad. Para dar solucién a este problema se han
planteado distintas alternativas, como por ejemplo, funciones
de score [4], [12] y normalizaciones [9], pero muchas de estas
soluciones pierden informacion.
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En este trabajo se propone una alternativa consistente en
utilizar relaciones de orden total sobre H. Wang y Xu [11] for-
malizaron el concepto de orden admisible en H, y Matzenauer
et al. [8] lo ampliaron y dieron un método constructivo.

Definicion 1.2: [8] Un orden < sobre H es admisible si
refina el orden parcial <py definido como:

ha(z) Srm hp(z) < (ha(z) = On)
o (hp(z) = 1n)
o (#ha(x) =#hp(z)=n
y B9 <nl vieN,)
Teorema 1.1: [8] Las relaciones <jpcp1 ¥ Jpeq2 sobre
H se definen, respectivamente, de la siguiente manera, para
cualesquiera elementos difusos typical hesitant h(x) y hp(z)
con m = #ha(x) y n = #hp(x):
o ha(x) Qpes1 hp(z) siy solo si:

di e Nmin{m,n} : hA(z)Z < hB(x)Z y
ha(z)) = hp(z), Vj <i,
o bien m < ny ha(z) = hp(x)!, Vj € N,,.
o ha(z) Dpex2 hp(x) siy sélo si:
die l\Imin{nz,n} : hA(m)l < hB(x)i y
hA<x)j = hB(‘T)j7 Vj > 1,
obien m < ny ha(x) =hp(z)’, Vj € N,,.
Ambas son ordenes admisibles.

II. MARCO PROPUESTO PARA LA TOMA DE DECISIONES

Antes de abordar el modelo de toma de decisiones, presen-
tamos dos conceptos clave para ello, estos son la interseccion
y la convexidad, asi como la relacién que existe entre ellos.

A. Interseccion y convexidad

En esta subseccion, proponemos redefinir la operacién de
interseccion entre conjuntos THF:

Definicion 2.1: Sean A y B dos conjuntos difusos typical
hesitant sobre X, y <, un orden total sobre H. La o-
interseccion de A y B se define como:

(AN, B)(x) = min{ha(x), hi(x)}



Esta definicion generaliza la interseccidn clésica y permite
preservar propiedades estructurales clave como la convexidad.
Inspirdndonos en convexidades previamente definidas [2], [6]
y [7], introducimos la siguiente nocion:

Definicion 2.2: Sea X un conjunto ordenado y <, una
relacién de orden sobre H. Un conjunto THF A es o-convexo
si para cualesquiera x < y < z en X se cumple:

ha(z) <o ha(y) o ha(z) <o ha(y)

Cuando no se dé la igualdad, diremos estrictamente o-convexo.

Proposicion 2.1: Sean A y B conjuntos THF o-convexos
sobre X. Si AN, B # (), entonces A N, B también es o-
convexo.

B. Toma de decisiones

Inspirdndonos en el enfoque cldsico de Bellman y Zadeh [2],
asi como en la extension condicional propuesta por Yager y
Basson [13], proponemos un modelo de decisién en el que
tanto los objetivos como las restricciones se expresan mediante
conjuntos difusos typical hesitant.

Definicion 2.3: Sea X {z1,...,2,} el conjunto de
alternativas. Sean Gy, ..., G, los objetivos y C1,...,Cy, las
restricciones, todos ellos definidos como conjuntos THF sobre
X. Dados estos elementos y un orden total <, sobre H, Ila
decision resultante se define como:

Dy =G1MNy- Ny GpNoCiNy -+ Ny Cry

Este modelo permite evitar la agregacion forzada de las
valoraciones hesitant, manteniendo la informacién aportada
por distintos expertos. Ademas, el uso de 6rdenes admisibles
garantiza que las operaciones realizadas preservan la estructura
interna de los conjuntos y sus propiedades.

El marco puede extenderse a restricciones formuladas
en otros espacios (utilizando el principio de extension de
Zadeh [14]) o a restricciones condicionales mediante conjuntos
difusos condicionales como los que propone Yager [13].

A continuacién, presentamos un resultado clave sobre la
preservacion de la convexidad y sus implicaciones en la
unicidad del conjunto de decisiones Optimas:

Proposicion 2.2: Sea X un conjunto ordenado, <, un orden
total sobre H, y D, el conjunto decisién definido como la
interseccién de los objetivos G y restricciones C;. Entonces:

e Si todos los G; y C; son conjuntos THF o-convexos,
entonces D, es o-convexo, y el conjunto de alternativas
que maximizan D, es un conjunto convexo clasico.

« Si todos los G; y C; son conjuntos THF estrictamente
o-convexos, entonces D, es estrictamente o-convexo y el
nimero de alternativas 6ptimas es a lo sumo dos.

III. CONCLUSIONES

Este trabajo desarrolla un marco tedrico coherente y sélido
para abordar problemas de toma de decisiones en entornos
inciertos, modelados mediante conjuntos difusos typical he-
sitant. A partir de la nocién de 6rdenes admisibles sobre
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el conjunto de elementos hesitant, hemos definido opera-
ciones fundamentales como la interseccién y la convexidad,
respetando las nociones cldsicas.

La redefinicién de la intersecciéon a través de un orden
total garantiza una mayor consistencia interna, evitando la
pérdida de informacién causada por agregaciones o norma-
lizaciones. Gracias a ello, se logra integrar de forma natural
las preferencias multiples o imprecisas de varios expertos, sin
comprometer la l6gica del modelo.

Ademis, se ha demostrado que la convexidad se preserva
en este nuevo contexto y que su aplicacion a problemas de de-
cision permite identificar soluciones 6ptimas con propiedades
deseables, como la unicidad.

Este marco no solo aporta fundamentos matematicos riguro-
80s, sino que también sienta las bases para futuras aplicaciones
en escenarios donde la incertidumbre y la imprecisién son
intrinsecas, abriendo nuevas vias para el disefio de sistemas
de decisién mds robustos.
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Resumen—En el marco de la teoria de conjuntos rugosos (RST,
del inglés Rough Set Theory), las bases de datos relacionales son
descritas por medio de reglas de decision. Estas descripciones
son analizadas por la nocién de eficiencia, que cuantifica la
proporcion de objetos clasificados correctamente por dichas
reglas. En este trabajo, se introduce una definicion de eficiencia
normalizada en el entorno de la teoria de conjuntos rugosos
difusos (FRST, del inglés Fuzzy Rough Set Theory), y se muestran
distintas propiedades de esta nocion.

Palabras clave—Teoria de conjuntos rugosos difusos, reglas de
decision, eficiencia.

I. INTRODUCCION

Pawlak introdujo RST [5], [6] como una herramienta formal
para el manejo, en términos matematicos, de informacién
incompleta contenida en conjuntos de datos relacionales. Pos-
teriormente, este marco de trabajo se extendié al entorno
difuso, mediante la introduccién de FRST [3], [4], permitiendo
abordar estudios de mayor complejidad. En ambos enfoques,
los conjuntos de datos se representan mediante tablas de
decision, que estan formadas por un conjunto de objetos y los
atributos que los describen. A partir de estas tablas, se definen
reglas de decision para facilitar la extraccién de conocimiento.
Los conjuntos de reglas seleccionados son analizados por la
nocién de eficiencia [7], introducida por Pawlak en RST, que
muestra la capacidad de estas reglas para clasificar correcta-
mente los objetos presentes en la tabla. Este trabajo introduce
una definicion de eficiencia en el marco de FRST, con el
objetivo de analizar conjuntos de reglas de decision desde la
perspectiva difusa. A diferencia de propuestas anteriores, como
en [1], esta nocién solo toma valores en el intervalo unidad,
lo que facilita su interpretacion.

II. TEORIA DE CONJUNTOS RUGOSOS DIFUSOS

Esta seccion recoge nociones preliminares de FRST [2].
En primer lugar, se introducen las tablas de decisién, que
representan los conjuntos de datos relacionales en términos
matematicos.
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Definicion 1. Sean U y A conjuntos no vacios de objetos y
atributos, respectivamente. Una tabla de decision es una tupla

= (U, A4, Va,,Aq) con Ay = AU{d} yd ¢ A Va, =
{Va | a € Ay}, donde V, es el conjunto de valores asociados
al atributo a sobre U, y Ag = {a: U =V, | a € A4}

La informacién almacenada en las tablas de decision puede
ser expresada en términos logicos mediante la nocién de
féormula. En la siguiente definicién se presentan varios con-
ceptos relacionados con las férmulas.

Definicion 2. Sean S = (U, A4,Va,,Aq) una tabla de
decision, T = {T,: V, x V, = [0,1] | a € Aq} una familia
de relaciones de tolerancia difusas separables y B C Aj.

e El conjunto de féormulas asociadas a B, denotado como
For(B), se construye a partir de pares atributo valor
(a,v), donde a € By v € V,, por medio del conectivo
logico de conjuncion A.

La aplicacion || -||%: For(B) —

1213 (2)

para todo x € U 'y ® = (a,v) € For(B). Por tanto,
|®@|% () es el grado de satisfacibilidad del objeto = con
respecto a la férmula &.

Para cada ®,¥ € For(B), el grado de satisfacibilidad
de la conjuncién ® A ¥ se define, para todo x € U,
como:

[0,1]”
= T,(a(z),v)

se define como:

1 A P[I§ () = min{| @[5 (2), 19§ (x)}
Dadas ®,9' € For(Ay), tales que:

(
(alvv)
( /

alvwl)

o
(pl

(T
A (a;n,wm)

la relacién de F-indiscernibilidad Rpy: For(Ag) %
For(Ag) — [0,1] se define como:

A To(vi,w;) sin=my a; =a; para todo i € {1,

en caso contrario

RFd((D!q)’) = {

Dado ¢ € [0,1], se define el Rps-e-bloque, para cada
® € For(Ay), como:

(@], = {®' € For(Aa) | £ < Rra(®,9'))



Las tablas de decisién permiten analizar la dependencia
entre los atributos de condicion A y el atributo de decisién d.
Esta relacion de dependencia es estudiada por medio de reglas
de decision, y diversos indicadores de relevancia asociados
a ellas. Entre ellos, se destaca el T-soporte, que muestra la
representatividad de las reglas en la tabla de decision.

Definicion 3. Sean S una tabla de decision, T una familia de
relaciones de tolerancia difusas separables y C C A.

e Una regla de decision en S es una expresion ® — U,
donde ® € For(C),V € For({d}) son el antecedente y
consecuente de la regla de decision, respectivamente.

e El T-soporte de la regla de decision ® — V¥ es el valor:

supp§ (@, ¥) = cardp(||® A ¥|[§)
donde cardp(-) denota el cardinal de un conjunto difuso.

I1I1.

Antes de presentar la definicion de e-eficiencia normalizada,
es necesario introducir un nuevo indicador de relevancia,
llamado e-T-fuerza. Es un valor en el intervalo unidad que
representa la proporcién de objetos de la tabla de decision
que satisface la regla estudiada, y depende de un umbral ¢.
Este hecho permite adoptar diferentes criterios de similitud
entre reglas, tanto para su agregacién como para el cdlculo de
este indicador.

£-EFICIENCIA NORMALIZADA

Definicion 4. Sea S una tabla de decision, T una familia
de relaciones de tolerancia difusas separables y Dec(S) un
conjunto de reglas de decision. Dado ¢ € [0,1], se denomina
e-T-fuerza de la regla ® — U con respecto a Dec(S) a:

supps (P, ')

55T () = LWV EDeCASI P ElD], Wel].)
5o > supp§ (P, 0")

D" =W eDec(S)

La e-eficiencia normalizada de un conjunto de reglas
Dec(S) = {®; - U, | i € {1,...,m}} se define a partir
de las reglas mds representativas similares a cada antecedente
®,;. Con este fin, deben construirse los siguientes conjuntos,
para todo ¢ € {1,...,m}:

Bg, w, = {9 — ¥ € Dec(S) | n}* (Dec(S)) = 05" (¥, 1), ' € [®;].}
con 13 (Dec(S)) = mix{oF" (®,¥) | ® — ¥ € Dec(S),d € [@],}
Co, v, = {®" — " € Dec(S) | " € [®], V" € [Wi]e,

kE=min{le{l,...,m} | P, — ¥, € By, w, }}
Do, w, = Co,w, \ {®" — ¥ € Do, w, | j<i}

que comentamos a continuacién. En primer lugar, el conjunto
Bgs, w, recoge las reglas con maxima e-7'-fuerza y cuyos ante-
cedentes son similares a ®;. Por su parte, el conjunto Co, v,
contiene a las reglas involucradas en el cédlculo de la &-T-
fuerza de la primera regla del conjunto Bg, v,. Finalmente, el
conjunto Dy, v, selecciona las reglas del conjunto Cg, w, que
auin no han sido tenidas en cuenta. De esta forma, cada regla
es considerada como mdaximo en una ocasién. La definicion
de e-eficiencia normalizada se introduce a continuacién.
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Definicion 5. Sean S una tabla de decision, T una familia
de relaciones de tolerancia difusas separables y Dec(S)
{®; = U, | i€ {l,...,m}} un conjunto de reglas de deci-
sion. Dado ¢ € [0,1], se denomina e-eficiencia normalizada,
denotada como N-eficiencia, de Dec(S) al valor:

m

Z Suppg (q)///’ \I/”/)
"W € Dec(S)

suppg(Q//7 \Il//)

™ (Dec(S)) =

La e-eficiencia normalizada satisface diversas propiedades,
entre las que se destacan dos. La primera de ellas muestra que
generaliza la nociéon de RST dada por Pawlak. La segunda
presenta los valores entre los que se encuentra acotada, que
coinciden con las cotas de RST.

Proposicion 6. Sean S una tabla de decision, T una familia
de relaciones de tolerancia difusas separables y Dec(S) =
{®; = U, | i € {1,...,m}} un conjunto de reglas de
decision.

1. Si T es una familia de relaciones de tolerancia booleana
y todo objeto de S satisface alguna regla de Dec(S),
entonces:

™ (Dec(S)) = n(Dec(S))

donde n(Dec(S)) es la eficiencia introducida en RST.
Se satisface la siguiente desigualdad:

méx{cg’ (®, ) | ® — ¥ € Dec(S)} < nNe(Dec(S)) < 1
para todo € € [0,1].

IV. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

La eficiencia normalizada permite analizar la calidad de
la clasificacion basada en las reglas utilizadas para describir
tablas de decision. Ademads, el hecho de tomar valores en
el intervalo unidad, junto con el resto de propiedades que
satisface esta nocidn, facilita una interpretaciéon Sptima de
la eficiencia obtenida. Como trabajo futuro, se continuard
estudiando esta nocién para relacionarla con la consistencia de
las tablas de decision. También, se comparard la eficiencia de
diferentes conjuntos de reglas extraidas de la misma tabla con
el fin de relacionar la eficiencia con la reduccién de atributos.
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Resumen—Una negacion suelo se define como una modifica-
cion de un operador de negacion, de tal forma que la negacién
suelo coincide con el operador de negacion por debajo de un
cierto umbral y toma el valor 0 en otro caso. Tras introducir
el concepto de negacion suelo, en este trabajo se estudia la
resolucion de ecuaciones bipolares de relaciones difusas con
negacion suelo, caracterizando la resolubilidad y la existencia
de soluciones maximales y minimales de tales ecuaciones.

Palabras clave—ecuacion bipolar de relaciones difusas, t-
norma producto, negacion involutiva, analisis forense digital

I. INTRODUCCION

Una ecuacién de relaciones difusas (FRE) es una expresion
en la que la composicién de dos relaciones difusas, siendo
una de ellas desconocida, da lugar a una tercera relacion difu-
sa [1], [5], [8]. Las ecuaciones bipolares de relaciones difusas
(BFRE), por su parte, se definen como una generalizacién de
las anteriores donde la relacién desconocida aparece junto a
su negacién 16gica, modelando la ausencia de la misma [2]-
[4], [6]. La definicién original de BFRE se fundamenta en
la idea de que la presencia y la ausencia de una relacién
desconocida afectan simultdneamente al término independiente
de la ecuacion.

En este articulo se considera una versién debilitada de la
afirmacién anterior, de forma que la ausencia de la relacién
desconocida tnicamente afecta al término independiente de
la ecuacién cuando la relacién desconocida es inferior a un
cierto umbral. Para ello, se introduce el concepto de negacion
suelo como una modificacién de un operador de negacién
tal que coincide con este por debajo de un determinado
valor y se anula por encima de dicho valor. Ademds, se
estudia la resolucion de BFRE definidas con la composicion
maximo producto y con una negacién suelo asociada a una
negacién involutiva, proporcionando una caracterizacién de
su resolubilidad y algunos resultados sobre la existencia y la
expresion analitica de soluciones maximales y minimales. En
particular, se caracteriza la existencia de una solucién mixima
y de una solucién minima.
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II. LA NEGACION SUELO

Una ecuacion bipolar de relaciones difusas (BFRE) es una
expresion de la forma:

z;)V(a; *—xj) =b (H

(a;|r *

-

J=1

donde a},a;,b € [0,1] para cada j € {1,...,m}, las
variables 21, ..., 2, son desconocidas y —: [0,1] — [0,1] es
un operador de negacidn, es decir, una aplicacidon no creciente

talque -0=1y -1 =0.

Noétese que tanto la presencia de las variables x1,..., %,
como la ausencia de las mismas, modeladas como
-Z1,...,L,;,, afectan al valor del término independien-

te de la expresion (1). Aun mds, en general, el valor de
-Z1,..., T, tiene un efecto permanente en el miembro de
la derecha de (1).

Sin embargo, cabe considerar ciertas situaciones en las que
la ausencia de las variables implicadas en una BFRE no tienen
una influencia continua en el término independiente de la
misma, sino que lo hacen tinicamente por debajo de un umbral.
Para modelar este tipo de situaciones, se introduce un nuevo
tipo de negacién denominada a-negacion suelo.

Definiciéon 1. Sean —: [0,1] — [0, 1] un operador de negacién
y a € [0,1]. La a-negacién suelo de — es la aplicacién
= [0,1] — [0,1] dada por:
si r<a
si >«
Noétese que la a-negacion suelo de un operador de negacién

es, asimismo, un operador de negacidn.

III. ECUACIONES BIPOLARES DE RELACIONES DIFUSAS

CON NEGACION SUELO

En esta seccién se presenta una primera aproximacién a
la resolucién de BFRE con negacién suelo. En particular,
se estudiard el caso de BFRE definidas con la composicién
maximo producto y una «-negaciéon suelo asociada a una
negacion involutiva.



Formalmente, analizaremos la resolucion de una BFRE de
la forma

2

=

(aj' *xj)V (aj_ * L) =b

1

J

siendo —: [0,1] — [0,1] una negacién involutiva y (x,+<+p)
el par residuado formado por la t-norma producto *: [0, 1] X
[0,1] y su implicacién residuada <—p: [0, 1] x [0,1] — [0, 1],
definida como:

si z<y

Z24pyY=

— |

si y<z

Destacar que la propiedad de adjuncién resulta esencial en los
resultados mostrados a continuacion [7].

El siguiente resultado presenta una sencilla caracterizacion
de resolubilidad de (2) en términos de las siguientes tuplas:

+ (b(—par,...,b(—pa;;)

(=(b<+pay),....,m(b<+a;))

g
ﬁg_

Teorema 2. La BFRE (2) es resoluble si y solo si g7 0 —~g~
es una solucion.

Atendiendo a la estructura algebraica del conjunto de solu-
ciones de (2), se muestra una caracterizacion de sus soluciones
maximales, asi como de la existencia de una solucién maxima.

Teorema 3. Sea (2) una BFRE resoluble.

a) Si g* es solucion de (2), entonces es la solucién mdxima.
b) Si gT no es solucion de (2), entonces el conjunto de
soluciones maximales no es vacio y viene dado por:

{(1,...,1,~g,,1,..

donde K= ={j € {l,...,m} | a; >b,~g; <a}.

L) ke KT}

Noétese que siempre existen soluciones maximales de (2)
cuando esta es resoluble. Por su parte, la existencia de solu-
ciones minimales no estd garantizada en general.

Teorema 4. Sea (2) una BFRE resoluble.

a) Si 7g~ < (a,...,a)y g~ es solucion de (2), entonces
—g~ es la solucion minima.

b) Si =g~ < (a,...,a) y =g~ no es solucion de (2),
entonces el conjunto de soluciones minimales no es vacio
y viene dado por:

{(0,...,

c) Si existe un inico k € {1,...,m} tal que —g, > o
» Sial >bya; <bparacadaje€{l,...,m}, j#k,
la dinica solucién minimal es (0,...,0, g,j, 0,...,0).
= Si a;: < b o existe algiin k' # k tal que a;, > b,
entonces no existen soluciones minimales.

d) Si existen k. k' € {1,...,m} con k # k' tales que
=gy » TG > Q, no existen soluciones minimales.

0,9;,0,...,0) | af > b}
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IV. APLICACION AL ANALISIS FORENSE DIGITAL

En esta secciéon se presenta un ejemplo de aplicacién de
BFRE con negacién suelo en un contexto de andlisis forense
digital. Supongamos que queremos determinar si un homicidio
ha sido premeditado, para lo cual se tiene en cuenta la falta
de testigos, denotada x; € [0, 1].

Parece natural que una baja o nula cantidad de testigos,
i.e. un alto valor z;, estara directamente relacionado con
la premeditacién del crimen. Podemos modelar este hecho
como at % 1 con at > 0. Por otro lado, una cantidad
excesivamente alta de testigos, i.e un valor de x; por debajo
de un cierto umbral o > 0, podria inducir a pensar que
el crimen también es premeditado debido a la posibilidad
de distracciones entre la multitud. Nétese que el término
a” *(1—x1) no modela correctamente esto dltimo, puesto que
la evidencia de premeditacion solo se tiene cuando x; < a.
Una forma razonable de modelar la planificacién del asesinato
en funcién de la elevada presencia de testigos es la expresion
a” x ngax1, donde —, es la negacion suelo asociada a la
negacién estandar —x 1 — z. Con lo cual, el efecto del
nimero de testigos en la premeditaciéon del crimen puede
modelarse como

a+>ka:

(

Si b denota el nivel de premeditacién de un crimen, razo-
namientos similares para variables como la presencia de ADN
y la accesibilidad al arma del crimen, denotadas x5 € [0,1] y
x3 € [0, 1], darfan lugar a una expresién de la forma (2).

Asumiendo que el valor de b es conocido, por ejemplo
inferido de la decisién de un jurado popular, la resolucién de la
correspondiente BFRE con negacién suelo permite concluir si
la decision es coherente de acuerdo con las soluciones de (2).

)V (a™ * 2q2)

V. CONCLUSIONES

El estudio sobre la resoluciéon de BFRE con negacién suelo
muestra que el comportamiento de tales ecuaciones es similar
al de las BFRE definidas con una negacién involutiva [2]. Se
pretende como trabajo futuro profundizar en esta similitud.
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Abstract—This keywork (based on the paper “On Direct
Systems of Implications with Graded Attributes” published in
EUSFLAT25) investigates the concept of direct systems of impli-
cations within the fuzzy setting, where attributes can be satisfied
to varying degrees. The directness property of such systems is
advantageous as it allows for the rapid computation of closure
operators, a relevant task in applications like Fuzzy Formal
Concept Analysis (FFCA). The study provides a novel algebraic
characterization of directness for these fuzzy implications, con-
necting it to principles from Simplification Logic. Furthermore,
this paper outlines an iterative algorithmic approach, grounded in
this characterization, for constructing equivalent direct systems
from general implicational systems.

Index Terms—Fuzzy Formal Concept Analysis, Bases of im-
plications, Simplification Logic, Direct Systems

I. INTRODUCTION

Implicational rules, such as functional dependencies or
Horn clauses, are fundamental in various mathematical and
computational fields, including relational databases and logic
programming. In Formal Concept Analysis (FCA), introduced
by Wille [5], and its fuzzy extension (FFCA), implications rep-
resent knowledge extracted from data tables. FFCA, initiated
by Burusco and Fuentes-Gonzélez using lattices as truth values
[4], and later developed by Pollandt [10], Bélohldvek [12] and
others using complete residuated lattices L = (L, A, V,®, —
,0,1), accommodates attributes that can be satisfied to a
certain degree.

The computation of an element’s closure under a system
of implications is typically an iterative procedure until a fixed
point is reached [7]. Research to optimize this has followed
two main lines: minimizing the number of implications in
a basis (e.g., through pseudointents [8], [9]), or developing
systems that compute closures in a single iteration, known
as direct systems [11]. While direct systems might be larger
than minimal bases, their ability to compute closures quickly
makes them suitable when numerous closure computations are
required. This keywork, based on [1], extends the notion of
direct systems to the fuzzy setting where attribute implications

This research is partially supported by the State Agency of Research
(AEI), the Spanish Ministry of Science, Innovation, and Universities (MCIU)
and the European Social Fund (FEDER) through the research projects with
reference PID2021-1278700B-100 (MCIU/AEI/FEDER, UE) and the VALID
research project (PID2022-140630NB-100 funded by MCIN/ AEI/ 10.13039/
501100011033).
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A — B involve fuzzy sets A,B € L™ (M being the set
of attributes of a fuzzy formal context K = (G, M, ) with
I : G x M — L). This approach differs from some prior work
on directness in fuzzy settings which considered implications
between crisp sets with an associated degree of validity [6].
We assume L is a finite numerical chain throughout this paper.

II. FuzzY DIRECT SYSTEMS AND THEIR
CHARACTERIZATION

A fuzzy formal context is a triplet K = (G, M, I), where G
and M are sets of objects and attributes, and I : G x M — L
is a fuzzy relation. For fuzzy sets of attributes A, B € L™, an
implication A — B is an expression where A is the premise
and B is the consequence. Let ¥ = {A; — B;} be a system
of such fuzzy implications. The operator 7s; : L™ — LM is
defined for X € L™ and m € M as:

ms(X)(m)

X(m) v \/{S(4,X)@B(m)| A— BeXx}

ey
Here, S(A, X) represents the degree to which fuzzy set A is
contained in fuzzy set X (with S(A4,X) = A, (A(k) —
X(k)) [12], [13]), and ® is the t-norm of the residuated lattice
L. This operator is inflationary and isotone. The corresponding
closure operator, ¢y, is obtained by iterating 7y, until a fixed
point is reached:

ps(X) = m5(X) Ung(X) U (X) U... )

k

where 7%, (X) is the k-th application of 75, to X.

Definition I1.1. A system of implications . is said to be direct
if ps(X) = ms(X) for all X € LM,

This means that for a direct system, the closure is com-
puted in one step via wy. The main theoretical result is
the characterization of direct systems via the fuzzy exchange
condition. The assumption that L is a finite chain ensures that
if 75(X)(m) > X (m), then there exists a single implication
G — H € X such that 7s(X)(m) = S(G, X) ® H(m).

Definition I1.2. An implicational system X is said to satisfy
the fuzzy exchange condition if for all pairs of implications
A— B,C— De€5, forall mn € M and for all ¢,d € L:
if c®@ B(m) > c® A(m), d® D(n) > c® A(n) Vd® C(n),



and d @ C(m) < ¢ ® B(m), then there exists an implication
G — H € X such that

S(G,c®@ AU (d®C~c®B))®@H(n)>d®D(n). (3)

The operation X \'Y (pointwise a \ b) is defined such that
a~b<k < a<bVk. Juxtaposition XY denotes X UY".

Theorem I1.3. An implicational system X is direct if and only
if it satisfies the fuzzy exchange condition.

The proof of this theorem relies on showing that if the
fuzzy exchange condition holds, then 7% (X) C 7 (X)) for any
X € LM, which, given s is inflationary, implies 7% (X)
75 (X) and thus directness. Also, it shows that any supposed
counterexample to directness can be iteratively reduced using
the fuzzy exchange condition until a contradiction is reached.
The linearity and finiteness of L are important in this result.

ITI. ALGORITHMIC CONSTRUCTION

Building upon the fuzzy exchange condition, this work
proposes an algorithm, termed DirectSystem (Algorithm 1 in
the original work), to convert an implicational system 2;,, into
an equivalent direct system X4. The algorithm first ensures the
input system is reduced, meaning for each A — B € ¥;,,, it
is transformed into A — B\ A using the [DeEq] equivalence
from Fuzzy Attribute Simplification Logic (FASL) [13]. For
such reduced systems, the fuzzy exchange condition can be
stated more simply.

The core of the algorithm involves iteratively generating
”derived implications”. Proposition 1 of the summarized work
establishes that for any two valid implications A — B,C —
D and scalars c,d € L, the implication G’ — H' where G’ =
c®@AU(d®C~\c®B) and H' = d® D~ c® A is also valid and
satisfies the consequent of the fuzzy exchange condition if d®
D(n) > c®A(n) for some n. The DirectSystem algorithm
repeatedly calls two main helper functions: AddDerived and
Combine.

e AddDerived: For each pair of implications from the
current system Y and each pair of scalars ¢,d € L, it
constructs all such necessary derived implications G’ —
H' and collects them in a set D.

Combine: This function takes the current system > and
the set D of derived implications. It integrates D into 3.
If a derived G’ — H' has a premise G’ already in X as
G' — H,q4, the implication is updated to G’ — H,qUH'
(using FASL rule [UnEq] [13]). If G’ is new, G’ — H'
is added.

The main loop continues until the system satisfies the fuzzy
exchange condition and is thus direct. It can proved that the
DirectSystem algorithm terminates (due to finite M and
L) and outputs a direct system equivalent to the input.

IV. CONCLUSION AND FUTURE WORK

This work has formally defined direct systems of implica-
tions in the fuzzy setting where attributes are graded, providing
a distinct approach from previous fuzzy implication models.
The primary contribution is the algebraic characterization of
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these systems via the fuzzy exchange condition, which is a
non-trivial extension from the crisp case. Based on this, an
iterative algorithm (DirectSystem) has been designed and
proven to transform any valid fuzzy implicational system into
an equivalent direct one, facilitating faster closure compu-
tations. The algorithm’s correctness relies on systematically
adding derived implications until the fuzzy exchange condition
is met globally.

Future research avenues include a thorough analysis of the
computational complexity of the proposed algorithm, which
involves |L|? potential derivations per pair of implications
in each iteration. Additionally, an investigation into direct-
optimal systems is planned, aiming to find the most concise
and interpretable direct systems without loss of inferential
power, enhancing practical applicability.
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Resumen—Este trabajo recopila resultados recientes sobre la
obtencion de bases de implicaciones de atributos en el marco de
los reticulos de conceptos multiadjuntos con intensificadores que
se han presentado en el articulo cientifico Theories, models and
bases of attribute implications in multi-adjoint concept lattices with
hedges, 2025.

Palabras clave—Implicaciones de atributos, teoria, modelos,
bases, reticulos de conceptos multiadjuntos.

I.

El modelado de sistemas de conocimiento representa hoy
en dia uno de los grandes desafios para la extraccién de
informacion relevante a partir de grandes volimenes de datos.
En este contexto, el Analisis de Conceptos Formales (FCA,
por sus siglas en inglés) [1] ofrece una herramienta eficaz
para la obtencién de reglas, conocidas como implicaciones
de atributos [1], [2], que facilitan el tratamiento y la gestion
del conocimiento. Determinar de manera eficiente un conjunto
Optimo de implicaciones de atributos validas constituye un
desafio significativo en FCA, debido al elevado ntimero de
implicaciones validas que pueden derivarse de un conjunto de
datos, asi como la presencia de implicaciones redundantes.
Siguiendo la linea de investigacién desarrollada en [4], en
este trabajo abordamos el desarrollo tedrico de las nociones
y propiedades relacionadas con los conceptos de teoria y
modelo, lo que nos permitird elaborar la nocién de base de
implicaciones de atributos en el marco de los reticulos de
conceptos multiadjuntos con intensificadores.

INTRODUCCION

II. IMPLICACIONES DE ATRIBUTOS. TEORIA Y MODELOS

El ambiente natural de este trabajo es el andlisis de con-
ceptos formales en el marco de los reticulos de conceptos
multiadjuntos con intensificadores [3], [4]. Por ello, a fin
de presentar formalmente los resultados obtenidos, necesita-
mos considerar un marco multiadjunto (L1, La, P, <1, <a, <

) &13 )/17 ’\17 ey &nv )/na ’\n)’ un triple adjunto (&a )/a ’\)
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externo al marco con respecto a (L1, <), dos familias arbi-
trarias %4 y *p de intensificadores de verdad, y el contexto
(As,, By, R,0) junto con el correspondiente reticulo de
conceptos multiadjunto (M., <). Siguiendo la misma filosofia
que en el marco residuado, se presentard una generalizacion de
las definiciones, propiedades y resultados introducidos en [5]
sobre teorias y modelos de implicaciones de atributos al marco
multiadjunto.

Definicion 1: Sean fy, fo € L.
Una implicacion de atributos sobre A es una expresion
f2 <= f1. Al conjunto formado por todas las implicacio-
nes sobre A lo denotaremos como J4.
Una teoria es un subconjunto difuso de implicaciones de
atributos sobre A, esto es 7: J4 — Ljp. Denotaremos
como T (fs < f1) al grado en el que la implicacién de
atributos fo < f1 pertenece a 7.
Un modelo de T es un subconjunto difuso de atributos
M € L' satisfaciendo que T(fo < f1) =1 ||f2 <
fillas, para todo fi, fo € Li.
Una teoria cldsica es un subconjunto de implicaciones
de atributos sobre A.
Un modelo de una teoria cldsica 7T es un subconjunto
difuso de atributos M € Lf satisfaciendo que ||f2 <=
f1||1\/[ = Tl, para todo fl,fQ S L'lq tal que f2 = f1 S
Ter-
El siguiente teorema presenta un resultado clave en este trabajo
para la construccién de bases, el cual nos permite expresar
cualquier teoria como una teoria cldsica, y en consecuencia
con los mismos modelos asociados.

Teorema 1: Dada una teoria T, dos subconjuntos difusos de
atributos f1, fa € L’f‘ y la teoria clasica 7, definida como:

7Er:{f<:f1 | f17f2 GL{‘ andf#fJ_l}

donde f = fo&T(fo < fi1),y fi,: A — Ly es el
subconjunto difuso definido como f,, (a) = 1, para todo
a € A. Si el conjuntor & del triple adjunto (&,.",\) es
asociativo y satisface que & T, = =z, para todo z € Ly,
entonces se cumple que:

(1) Mod(T) = Mod(Te)

@) llfe = fillr = lfe < fill7

A continuacién, nos centraremos en dos propiedades fun-
damentales de las teorias de implicaciones de atributos: la



completitud y la no redundancia. Estas propiedades resultan
esenciales para la definicién de bases de implicaciones de
atributos, tal y como mostraremos en detalle mas adelante.
Definicion 2: Una teoria T se dice completa si para toda
implicacién de atributos fo < f; se satisface que:

If2 <= fillT = lf2 <= fillam,

A partir de ahora, para introducir formalmente la definicién
de no redundancia, consideraremos 7 como una teoria clésica.
Este hecho puede asumirse sin pérdida de generalidad, debido
a los resultados establecidos en el Teorema 1.

Definicion 3: Una teoria clasica 7, se dice no redundante si
para toda implicacién de atributos fo <= fi € 7. se satisface

que || f2 < fillz\(faery # T1-
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El objetivo principal de esta seccién es presentar una
extension de la nocién de base de implicaciones de atributos
al marco multiadjunto. En particular, estudiaremos una de las
bases mas usuales consideradas en FCA, denominada base de
Duquenne-Guigues. A partir de una teoria completa podemos
definir la nocién de base de implicaciones de atributos, como
se muestra a continuacion.

Definicion 4: Una teoria T, se denomina base de (M., <)
si es completa y ningtin subconjunto propio de 7, es completo.

El siguiente teorema muestra que la nocién de base pue-
de caracterizarse en términos de la completitud y la no
redundancia. La completitud garantiza que todas las demads
implicaciones validas puedan deducirse de este conjunto. La
no redundancia asegura que las implicaciones de la base no
pueden deducirse unas de otras.

Teorema 2: Una teoria 7., es una base de (M., <) siy solo
si se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) 7. es completa.

(2) 7T es no redundante.

Como mencionamos previamente, estamos interesados en de-
finir la base de Duquenne-Guigues en el marco multiadjunto
con intensificadores de verdad. Esta base depende en gran
medida de la nocién de pseudointension [1], cuya definicién
presentamos a continuacion.

Definicion 5: Un subconjunto difuso de atributos P C Lf‘ se
dice que es un sistema de pseudointensiones si, dado P € LA,
para todo @ € P tal que @) # P se tiene que:

PecPsiysolosi P# Py ||QM < Qllp =Ty,

BASES DE IMPLICACIONES DE ATRIBUTOS

La importancia de la nocién de sistema de pseudointensiones
radica en su aplicacién directa para la extracciéon de bases
de implicaciones de atributos. En particular, permite extender
la base de Duquenne-Guigues al marco multiadjunto, siendo
clave para definir las implicaciones de atributos de dicha base,
como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 3: Si el conjuntor & del triple adjunto (&, ./, )
es asociativo, z & T1 =z, T1 &y =y, paratodo x,y € L1,y
~ es una implicacién forzada. Dado un reticulo de conceptos
multiadjunto (M., <), si P es un sistema de pseudointensio-
nes de (M., <), entonces la teoria definida como:
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Tp={P"* <P|PcP}

es una base de (M., <).
Finalmente presentamos un ejemplo ilustrativo sobre cémo
podemos aplicar el resultado anterior para obtener bases de
implicaciones de atributos a partir de un contexto dado.

Ejemplo 1: Consideremos el siguiente marco multiadjunto
(10,1]2, <, (&pp, PP, NbP), (&DL, P, NDL)), el con-
texto (As,, By, R,0) donde [0,1]2 es una particién del
intervalo unidad en dos trozos, A = {a1,a2}, B = {b1,b2},
la relacién R se define como: R(by,a1) = 0.5, R(by1,a2) =1,
R(b2,a1) = 0, R(bs,a2) = 0.5 (&pp, P, \pp) ¥
(&pL, »P¥,\pL) son los triples adjuntos definidos a partir
de la discretizacion de la t-norma producto y Lukasiewicz en
[0,1]2, x4 y *p son familias de intensificadores identidad, y
o asigna el triple adjunto correspondiente a &py, para by y a
&p1, para bs.

A partir de la Definicién 35, el dnico sistema de pseudoin-
tensiones que se obtiene es el siguiente:

P = {{},{1/as},{0.5/a1,0.5/as}}

De esta manera, aplicando el Teorema 3, se tiene que la teoria
definida como 7p = {P*'~ < P | P € P} constituye una
base de (M., =), compuesta por las siguientes implicaciones
de atributos:

Tr = {{0.5/az2} <= {},{0.5/a1,1/az} < {1/az},
{0.5/@1, 1/&2} = {0.5/&17 0.5/@2}}
Normalmente, las bases se representan eliminando la infor-
macion redundante en el consecuente, con el objetivo destacar

la informacién mas significativa. Tras dicha simplificacion, la
base anterior queda expresada como:

Tp = {{0.5/a2} < {},{0.5/a1} <= {1/az},
{1/a2} < {0.5/a1,0.5/az}}
IV. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En este articulo se ha presentado un desarrollo tedrico
de las nociones y resultados necesarios para extender la
nocién de base de implicaciones al marco multiadjunto. Como
trabajo futuro, nos centraremos en el desarrollo de mecanismos
eficientes para la extracciéon de implicaciones validas de atri-
butos, a fin optimizar la construccién de las bases propuestas
en este trabajo.
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Abstract—Los enlaces dentro del analisis de conceptos formales
son una herramienta formal que relaciona distintos contextos
y, entre otras caracteristicas, proporciona un método para su
agregacion. En este trabajo, introducimos una generalizacion de
esta nocion al ambiente multiadjunto y estudiamos como estos
enlaces pueden usarse para agregar los reticulos de conceptos
mediante el producto cartesiano y la suma horizontal.

Index Terms—Analisis de conceptos formales, reticulo de
conceptos, enlaces, marco multiadjunto

I. INTRODUCCION

En la realidad digital actual saturada de datos y caracter-
izada por un crecimiento exponencial de la informacién, es
fundamental desarrollar herramientas rigurosas para su com-
prension y tratamiento. Las bases de datos no solo almacenan
informacidn, sino que resultan ser la fuente principal para la
extracciéon de conocimiento y la toma de decisiones. Estas
tareas requieren una base matemadtica sélida que garantice su
correcto funcionamiento y la transparencia y reproducibilidad
de los procesos.

El andlisis de conceptos formales (abreviado como FCA
por sus siglas en inglés) fue introducido como una teoria
matemdtica para estudiar la estructura jerdrquica interna que
existe en la informacién contenida en las bases de datos
relacionales. De esta forma, el FCA trata estas bases de
datos como un contexto: una terna compuesta de un conjunto
de objetos, un conjunto de atributos y una relacién binaria
entre ellos. Ademads, los conceptos, que representan la unidad
elemental de informacion dentro de un contexto, tienen la
estructura de un reticulo completo, lo que permite describir la
organizacién jerarquica de la informacién de forma rigurosa.

Entre las generalizaciones de esta teoria al ambiente difuso
queremos resaltar la basada en algebras multiadjuntas [10],
[11]. Esta teoria se basa en la nocién de marco multiadjunto,
una tupla formada por dos reticulos completos, un conjunto
parcialmente ordenado, y una lista de triples adjuntos (una
terna compuesta por una conjuncién y dos implicaciones
difusas satisfaciendo la propiedad de adjuncién [3], [4]) que
determinan distintas formas de tratar la informacién. Los
contextos se definen asociados a un marco multiadjunto y
constan de dos conjuntos no vacios de objetos y atributos,

*Partially supported by the project PID2022-137620NB-100 funded by MI-
CIU/AEI/10.13039/501100011033 and FEDER, UE, by the grant TED2021-
129748B-100 funded by MCIN/AEI/10.13039/501100011033 and European
Union NextGenerationEU/PRTR, and by the project PR2023-009 funded by
the University of Cadiz.
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una relacién difusa entre ellos y una aplicacién que asocia
a cada par de objeto-atributo un triple adjunto del marco
multiadjunto considerado. La eleccién de triples adjuntos para
distintos pares es una de las caracteristicas que otorga a esta
teorfa una mayor flexibilidad y versatilidad con respecto a
otras extensiones difusas.

La agregacion de informacion es fundamental a la hora de
obtener conclusiones coherentes a partir de diferentes fuentes.
Los enlaces se introdujeron dentro del FCA en [7] como
un método de agregaciéon de contextos. Varias generaliza-
ciones se han propuesto para las diversas extensiones del
FCA al ambiente difuso, incluyendo el basado en reticulos
residuados [2], [8], [9]. En este trabajo, introduciremos una
generalizacion de esta nocién, asi como su aplicacién para
la agregacién de contextos, dentro del ambiente basado en
algebras multiadjuntas.

II. ENLACES EN EL MARCO MULTIADJUNTO

Comenzamos esta seccion introduciendo la nocién de enlace
entre dos contextos disjuntos (aquellos que no comparten
ningin objeto ni atributo) en el ambiente multiadjunto. Obser-
var que la notacion ¢, € L' se refiere al conjunto difuso
que toma el valor t en x, y 1o para los demds valores. El
conjunto difuso ¢ s € Lf 2 se define de manera andloga.

Definicion 1. Dados dos contextos disjuntos M; y My aso-
ciados al mismo marco multiadjunto, un enlace multiadjunto
de M; a My es un contexto M5 = (O, P2, R12,012), donde
Ris: O1 X Py, — (@ es una relacion Q-difusa, o15: O1 X P, —

{1,...,n} es una aplicacién que asigna triples adjuntos, y tal
que
. (blft” es una intensién de My y

T12 .z
o ¢4’.” es una extension de My,

para todo objeto x € Oy, atributo a € P», y valores t € Lo,
S € Ll.

El siguiente resultado muestra cémo la definiciéon anterior
extiende las definiciones de enlaces cldsica y dentro de los
reticulos residuados.

Proposicion 2. Sean M; y My dos contextos disjuntos aso-
ciados al mismo marco multiadjunto. El contexto M5 es un
enlace multiadjunto si y solo si las extensiones de Mo son
extensiones de My y las intensiones de M5 son intensiones

de MQ.



El resultado anterior indica que un enlace multiadjunto
contiene solamente informacién de los contextos originales,
luego la preserva. Debido a la condicién que debe satisfacer
el contexto M, para ser enlace multiadjunto, es importante
estudiar condiciones en las relaciones y aplicaciones que
forman enlaces multiadjuntos. En este trabajo nos centramos
en dos clases particulares de enlaces, que definimos a contin-
uacidn, para las que asumiremos que el conjunto parcialmente
ordenado () del marco multiadjunto considerado estd acotado
inferiormente por L y superiormente por T.

Dados dos contextos disjuntos My y My asociados al
mismo marco multiadjunto, podemos definir los contextos
Mi; = (Ola P, RIQ? 0—12) y M%Q - (017 P, Rva 012)’ donde
Rly(w,a) = Ty Rip(w,a) = L, para todo (x,a) € O; x P,
y o12: O1 X P» — {1,...,n} es una aplicacién arbitraria.
El contexto M, siempre es un enlace multiadjunto entre los
contextos, mientras que para My, no es cierto en general.
Existen condiciones suficientes que se basan en conjuntores
sin divisores de cero para garantizar que este contexto sea un
enlace multiadjunto [1].

III. SUMA DE CONTEXTOS BASADA EN ENLACES

MULTIADJUNTOS
En esta seccién, fijaremos un marco multiadjunto
(L1, L2, Q, &1, ..., &n), donde @ estard acotado por L

y T, y dos contextos My (01, Py, Ry,01), My
(O3, Py, Ra, 03) asociados a este marco multiadjunto. Es claro
que aunque hayamos definido los enlaces multiadjuntos de
M a My, naturalmente podemos también considerar enlaces
multiadjuntos de My a M. De esta forma, consideraremos
también dos contextos adicionales M5 = (O1, Pa, R12,012)
y Moy = (Oq, Py, Ro1,0921). La siguiente definicién introduce
el método de agregaciéon de contextos basado en enlaces
multiadjuntos.

Definicion 3. La suma de los contextos M1 y My via M5 y
Mo, es el contexto M = (O, P, R, o), donde O = O7 U Oo,
P = PUP, y larelacién R y la aplicacién o vienen definidas
por la Tabla I.

La definicién anterior admite la posibilidad de que los
contextos Mo y My, no sean enlaces multiadjuntos. Sin
embargo, si pretendemos que la informacién de los contextos
originales no se altere, debemos considerar la suma de con-
textos solo cuando M, y My; sean enlaces multiadjuntos.
En particular, dado que M/, y Mg, son siempre enlaces
multiadjuntos, podemos considerar la suma de los contextos
usando estos enlaces multiadjuntos, de lo que se obtiene el
producto cartesiano de sus reticulos de conceptos [S], como
enunciamos en el siguiente resultado.

Teorema 4. Si M es la suma de los contextos My y My via
M, y MJ,, entonces

Mg/\/hXMz

donde M, My y My son los reticulos de conceptos de M,
M; y M, respectivamente.
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R| P P o | AP

(o] Ry Ri2 01 (251 012

O2 | Ra1 Ro Oz | 021 02
TABLE 1

LA RELACION R Y LA APLICACION o DE LA SUMA DE CONTEXTOS EN LA
DEFINICION 3

Por otro lado, los contextos M5 y Ms; no siempre son
enlaces multiadjuntos. No obstante, cuando lo son, como por
ejemplo bajo las condiciones presentadas en [1], la suma de
los contextos coincide con la suma horizontal de los reticulos
de conceptos originales [6].

Teorema 5. Sea M la suma de los contextos M y My via
M, y Ma;. Si My y My tienen al menos dos conceptos cada
uno y Miy y My son enlaces multiadjuntos donde 015 y 091
asignan conjuntores sin divisores de cero, entonces

M=M; &M,

donde M, My y My son los reticulos de conceptos de M,
M; y My, respectivamente.

IV. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Los resultados expuestos en este trabajo reflejan dos
métodos de agregacion de contextos mediante enlaces mul-
tiadjuntos que se basan en el producto cartesiano y la suma
horizontal de reticulos de conceptos. Aunque solamente hemos
tratado dos clases de contextos, definidos por las relaciones
constantemente | y constantemente T, para contextos ar-
bitrarios suelen existir otros enlaces multiadjuntos que dan
lugar a otras construcciones distintas para la agregacién de
los contextos. En el futuro estudiaremos cémo la eleccion
arbitraria de enlaces multiadjuntos influye en la estructura del
reticulo de conceptos asociado al contexto agregado, asi como
métodos para obtener y elegir los enlaces multiadjuntos en
funcién de informacién externa.
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Abstract—Este trabajo introduce las denominadas extensiones
fibradas de contextos formales difusos en el marco del Analisis de
Conceptos Formales (FCA). Dicha estructura que generaliza la FCA
fuzzy tradicional al incorporar factores de atenuacion para objetos
y atributos, permitiendo definir conceptos atenuados, sin prefijar
umbrales de corte. La motivacién principal es abordar el desafio
de alinear los grandes modelos de lenguaje Grandes (LLMs) con
estructuras ontolégicas humanas.

Index Terms—Analisis de conceptos formales fuzzy, IA generativa,
ontologias, alineacion, IA generativa

I. INTRODUCTION

El Anilisis de Conceptos Formales Difusos (FFCA, del inglés
Fuzzy Formal Concept Analysis) constituye una extension madura
del Analisis de Conceptos Formales (FCA) [1] clésico, en el que
los atributos se modelan como predicados difusos y la relacién
objeto-atributo estd inducida por sus funciones de pertenencia
[2]-[4]. Existen diversas propuestas sobre qué podria consider-
arse un contexto o concepto formal difuso [2], [S], [6], y también
desarrollos orientados a aplicaciones especificas (e.g. [7]-[9]) y
el andlisis de su robustez para el aprendizaje de conceptos [10].

A pesar de la diversidad de enfoques, la gran mayorfa modelos
comparten una caracteristica comin en su vertiente algoritmica:
dependen de umbrales discretos aplicados sobre las funciones de
pertenencia, lo cual implica una pérdida inevitable de informacién
granular. En dominios donde los valores de pertenencia varfan
dindmicamente —como en entornos de revisién de creencias—
resulta necesario disponer de modelos mds generales, capaces
de preservar la fineza semadntica inherente a dichas variaciones.
Es en este contexto en el que proponemos un marco unifi-
cado mediante una construccién que introduce dos mecanismos
complementarios: (1) factores de atenuacién para objetos, que
modulan su contribucién relativa, y (2) truncamiento de atributos,
permitiendo su adaptacién a objetos atenuados. Formalmente, la
extension fibrada genera un nuevo contexto donde tanto objetos
como atributos adquieren dimensiones adicionales que preservan
la continuidad del espacio difuso original.

La motivacién detrds de esta propuesta proviene del estudio de
un problema critico en IA generativa: la evaluacion de la desalin-
eacién semadntica entre el conocimiento emergente en modelos de
lenguaje masivos (LLMs) y las estructuras ontoldgicas consoli-
dadas. Nuestro método lo aborda en tres fases:

Introspeccion guiada: Induccién de un contexto formal difuso
a partir de las respuestas del LLM, cuantificando sus grados de
certeza sobre pares objeto-atributo.
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Extension fibrada: Construccion del contexto extendido y
extraccién de sus conceptos atenuados, que capturan relaciones
semanticas graduales.

Validacion ontoldgica: Comparacion sistemdtica con una on-
tologia de referencia (en nuestro caso, tomaremos la de Sowa
[11]), utilizando métricas de similitud estructural.

Este enfoque permite identificar discrepancias conceptuales no
triviales. Ofrece, de este modo, un marco cuantitativo para el
diagndstico sistemdtico de desalineaciones semdnticas entre el
conocimiento representado en los LLMs y las ontologias formales
de referencia. Asi, se propone una etapa adicional centrada en el
refinamiento de las creencias del modelo —mediante técnicas
de prompting—, orientada a favorecer la emergencia de una
estructura conceptual mds coherente con la ontologia considerada.

II. ANALISIS DE CONCEPTOS FORMALES (DIFUSOS)

El formato de informacién utilizado en FCA estd organizado
en lo que se conoce como Contexto Formal, un conjunto de tres
elementos K = (G, M, I), donde G es un conjunto de objetos, M
es un conjunto no vacio de atributos 'y I C G' x M. Un contexto
formal induce dos operadores. Dados A C Gy B C M:

At :={me M |Vge A, (g,m) €I}

B":={g€ G |Vm € B, (g,m) € I} Un concepto formal es
un par C' = (A, B) de conjuntos de objetos y atributos, (extensién
e intencién) con AY = By BT = A. El conjunto de conceptos de
K tiene una estructura de reticulo completo mediante la relacién
de subconcepto, < (cf. [1]).

Un contexto formal difuso K = (G,M,I) se diferencia
fundamentalmente en que I es una relacion difusa sobre G x M
(con funcién de pertenencia py). La relacién difusa I induce
una funcién de pertenencia difusa para cada atributo m € M,
definida por g, (g) := pr(g, m),. Existen varias formas de definir
conceptos en FFCA (e.g. [7], [8]).

Dado ¢t € [0,1] un umbral, el operador de
derivacion  difuso  sobre  objetos se define como
At = {meM : Vg€ Api(g,m)>t}, y sobre atributos

como BT = {g€ G |V¥me B:pur(g,m)>t}. Un concepto
formal difuso C' es un par (A4, ¢(B)) tal que A* = By BT = A,
donde (B) es el predicado difuso cuya funcién de pertenencia
es fy(By(9) = Miny,ep fim(g). De esta manera, se obtiene
una estructura analoga al reticulo de conceptos para contextos
formales clasicos.



Fig. 1. Izquierda: KR Ontology, Derecha: reticulo de conceptos asociado al
contexto para el umbral 0.51

II1. EXTENSION FIBRADA

La extension fibrada de un contexto formal difuso K =
(G,M,I) es un contexto Ky = (G, My, Iy) donde Gy =
G x[0,1), My = M x[0,1] y fiim,a (9, 8) = min(B, - 11 (9))

A los objetos de esta extension se les denomina objetos
atenuados y a los atributos, atributos truncados, mientras que al
pardmetro correspondiente se le llama grado de atenuacién. El
conjunto G se identifica con G x {1}, y M con M x {1}.

Todo objeto atenuado (g,5) € Gy, es un predicado difuso
sobre My, con pertenencia fi(g gy (1, @) := fi(m,a)(9, B)-

Notaremos con X, Y (posiblemente con subindices) conjuntos
de objetos o atributos de la extension fibrada. Un conjunto se
dice representativo si no contiene elementos con atenuacién 0 y
no hay dos elementos con el mismo objeto de G. Trabajaremos
siempre con conjuntos representativos; usaremos el operador *
para eliminar de un conjunto todos los elementos con atenuacién
0. La contencion fibrada entre objetos/atributos de Ky se define
como:

XCrY < V(c,7) € X J(c,6) €Y tal que v < 6.

En la extension fibrada, se definen los operadores ex-
tensién/intencién sobre conjuntos representativos; para X C G,
y para Y C Mjy:

Xt = {(TIL,SUP(%[;)EX {7u7:j(g) }) |
v(givﬁi) €X: Hm(gi) > 61 A Hm(gi) > 0}

YT:{(!L : gEG}

Este operador satisface las propiedades bdsicas de una
conexion de Galois respecto a Cy. Se puede definir un concepto
fibrado (X,Y’) a partir de esos operadores.

inf m .
R U ORS))

IV. DESALINEACION SEMANTICA EN LLM

Para resolver el problema de la alineaciéon humano-LLM,
existen multiples aproximaciones: guardarrailes, aprendizaje por
refuerzo con apoyo humano, o induccién de procesos introspec-
tivos [12], [13]. Nuestro objetivo es extraer una organizacién
conceptual del conocimiento implicito en el modelo.

Con tal fin, deseamos evaluar la fidelidad de la informacion
introspectiva del modelo con respecto a una ontologia bien
conocida: en nuestro caso, la ontologia de alto nivel KR Ontology
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Fig. 2. Tres prompts utilizados en la introspeccién con chatgpt

de J.F. Sowa, Og, [11] (Fig. 1). Al tratarse de una ontologia
de alto nivel, utilizaremos un conjunto de objetos heterogéneos,
pero no representativos de todas las clases de Og (en la Fig. 2 se
muestran algunos de los prompts utilizados). Un concepto fibrado
es

({(Fot., 1.0), (Lapiz,0.4), ..., (Todo, 1.0)}, { (PC-Indep, 1.0)})
lo que muestra que el modelo no respeta la organizacién on-
tolégica de O
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Definicidn de sistemas de inferencia basados en la
f-inclusion
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Resumen—En trabajos recientes se ha demostrado que el f-
indice de inclusion puede emplearse para modelizar un Modus
Ponens Generalizado. En este trabajo se define un Sistema
de Inferencia Difuso basado en el f-indice de inclusién. Este
sistema esta fundamentado en una logica formal, lo cual permite
obtener una serie de resultados que culminan en un teorema de
correctitud. Finalmente, se presenta un resultado de aproxima-
cion universal de funciones continuas empleando este sistema de
inferencia.

Palabras Clave—légica difusa, f-indice de inclusion, sistemas
de inferencia difusos, medidas de inclusion.

I. INTRODUCCION

Los sistemas de inferencia difusos (SIF) son mecanismos
ampliamente utilizados en la ingenieria que abarcan desde
problemas de control hasta la representacion de conocimiento.
Los SIF propuestos hasta la actualidad se dividen en dos
vertientes principales. Por un lado, se encuentran los sistemas
difusos basados en relaciones difusas, entre los que se sitda
el clasico sistema de inferencia de Mamdani [1] y aquellos
que usan la regla composicional de inferencia [2]. Por otro
lado, estdn los sistemas de inferencia formados por reglas
que generan valores crisp que luego se combinan mediante
operadores de agregacion para obtener una inferencia final.
Dentro de este grupo, los sistemas mds conocidos y utilizados
son el de Takagi—Sugeno [3] y el de Tsukamoto [4].

A pesar de que estos sistemas destacan por su utilidad
practica, la mayoria presenta una caracteristica contraprodu-
cente desde un punto de vista tedrico: no estd basada en
un sistema légico formal. Estos SIF, a pesar del empleo que
hacen de los operadores l6gicos, carecen de una sintaxis y una
semantica que permitan establecer una definicién rigurosa de
consecuencia légica dentro de ellos, lo cual impide demostrar
la correctitud de los procesos de inferencia empleados.

En [5] se propone un SIF fundamentado en una légica
formal inspirada en la Légica Descriptiva Difusa (LDD) [6].
Dentro de este sistema formal, podemos definir el concepto
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de consecuencia légica y definir un Modus Ponens Genera-
lizado (MPG) basado en la f-inclusién [7] entre conjuntos
difusos [8], permitiendo realizar inferencias cuando la entrada
del SIF no coincida con el antecedente de ninguna de las
reglas. Los resultados mostrados en [9] y [10] justifican el
uso de la f-inclusion como una implicacién para modelar una
regla de inferencia difusa y como operador para representar la
similaridad entre dos conjuntos difusos.

En este trabajo recordamos la construccién de este tipo de
SIF y presentamos un resultado que permite afirmar que el SIF
propuesto puede utilizarse como un aproximador universal de
funciones continuas.

En la Seccién 1II se presenta el SIF basado en la f-inclusion,
prestando especial atencioén a la construccién de su motor de
inferencia, y se finaliza con un resultado de aproximacién de
funciones satisfecho por este SIF. En la Seccién I1I se resumen
las conclusiones de este trabajo y las lineas de investigacion
futuras.

II. SISTEMA DE INFERENCIA DIFUSO BASADO EN LA

f-INCLUSION

II-A.  Construccion del sistema de inferencia difuso

Para definir el sistema de inferencia, se parte de un marco,
denotado generalmente por (X,Y, Ax,By), donde X es el
universo de entrada, Y el universo de saliday Ax = {4; }ier
y By = {Bj}jes son dos particiones difusas definidas
respectivamente sobre cada universo. Dentro de este marco,
se define la base de conocimiento del sistema de inferencia,
denotada por I', que estd compuesta por reglas de la forma:

s fig)s (D

donde A; € Ax, B; € By y fi;:[0,1] — [0,1] es una
funcién que satisface las siguientes propiedades:

= es monotona,
» fij(a) <aparatodoa€[0,1]y
= existe una funcién (inica) f;; tal que (f;;, f;;) forma un
par adjunto.
El conjunto de funciones en [0,1][%1 que satisfacen estas
condiciones se denota por G. La semantica se define de la
siguiente forma.



Definicion 2.1: [5] Una interpretacién es un subconjunto
I C X x Y. Decimos que una interpretacion satisface una
regla de (A; — B; ; fi;) €' siy solo si

fij(Ai(z)) < Bj(y)
para todo (z,y) € I. Diremos que una interpretacién es un
modelo de I' si satisface todas las reglas de I'.

En este SIF, las entradas aparecen en forma de conjuntos
difusos definidos sobre uno de los universos que conforman
el marco; por simplicidad, asumiremos que todas las entradas
son conjuntos difusos sobre el universo X.

Definicion 2.2: [5] Sea I' una base de conocimiento y A €
F(X) una entrada en el marco (X,Y, Ax,By). Un modelo
de T'U {A} es un conjunto difuso M € F(X xY) tal que
para todo o > 0, el a-corte de M, M* = {(x,y) € X x Y |
M (z,y) > a}, satisface:

= M es un modelo de I' y

m M C{(z,y) e X xY | A(z) > a}.

De manera similar, se puede definir el modelo de I' U { B}
cuando B € F(Y). Esto nos permite establecer la definicién
de consecuencia logica en nuestro marco a partir de una base
de conocimiento y de una entrada.

Definicion 2.3: [5] Sea I' una base de conocimiento y A €
F(X) una entrada en un marco (X,Y, Ax, By ). Se dice que
un conjunto difuso es consecuencia 16gica de I' y de A siy
solo si todo modelo de I' U {A} es modelo de I' U { B}.

Se ha demostrado que el conjunto de consecuencias tiene
estructura de reticulo completo con el orden de Zadeh entre
conjuntos difusos. Dentro de esta estructura, se pretende
buscar el minimo elemento contenido en este conjunto.

II-B. Obtencion de consecuencias a través del MPG

La aplicacién del MPG basado en la f-inclusion [8] permite
el uso del siguiente motor de inferencia: dada una entrada
A € F(X), calculamos el f-indice de inclusion restringido a
G de Aen cada A; € Ax, denotado por Incg(A, A;) (ver [9]),
y definimos el conjunto difuso en F(Y), al que llamaremos
salida de T' U { A}, de la siguiente forma:

B(y) = A,iienjx, {mg(A A;)o ?ij(Bj(y))} )
B;eBy

)

donde Incg (A, A;) es el adjunto por la derecha de
Incg (A, A;). El siguiente resultado muestra que esta salida
es una consecuencia légica de T'U {A}.

Corolario 2.1: Sea I' una base de conocimiento y A una
entrada en un marco (X,Y, Ax,By). Entonces el conjunto
difuso B € F(Y') dado en (2) es una consecuencia de TU{A}.

Recientemente hemos demostrado el siguiente resultado
tedrico, que permite afirmar que podemos aproximar funciones
continuas con la precisién deseada a través de SIF basados en
la f-inclusion.

Teorema 2.1: Sea f: D C R™ — R™ una funcién continua
en todo su dominio. Para todo ¢ > 0 existe un marco
(R™,R™, Agn, Bgm) y una base de conocimiento I' tal que
para toda entrada A = {x¢}, con g € D, se tiene

[0 — f(zo)ll <, 3
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donde zg es cualquier valor del soporte de la salida del sistema
de inferencia obtenida al aplicar el motor de inferencia a I" y
a la entrada A (ver (2)).

I1I.

En este trabajo se ha recordado la construcciéon de un
sistema de inferencia difuso basado en la f-inclusion entre
conjuntos difusos. La principal ventaja que presenta este
sistema de inferencia desde el punto de vista tedrico es su
fundamento basado en una légica formal, lo cual permite
demostrar la correctitud del sistema. Asimismo, se puede
demostrar la validez de este SIF para aproximar funciones
continuas. No obstante, quedan pendientes de estudio una serie
de lineas de investigacion relacionadas con este SIF:

CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

= En primer lugar, desde un punto de vista teérico, resulta
de especial interés investigar resultados de completitud
para este sistema de inferencia.

En segundo lugar, tenemos interés en aplicar este SIF
a problemas reales, lo que implica abordar diferentes
tareas, como el desarrollo de un proceso de aprendizaje
para reglas y un estudio de sensibilidad a los procesos

de fuzzificacion y defuzzificacion.
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Abstract—La agregacion de rankings es fundamental en la
toma de decisiones, y existen métodos teoricos bien definidos
cuya implementacion no siempre puede realizarse de forma
eficiente. Un aspecto crucial y frecuentemente desatendido en
el desarrollo de algoritmos en el campo de la Teoria de la
Eleccion Social Computacional es la evaluacion justa de las
implementaciones. Para evaluarlos, es habitual crear un conjunto
de datos de preferencias sintético mediante el modelo de Mal-
lows, que permite generar votaciones artificiales con distintos
nimeros de votantes y alternativas, usando un parametro de
dispersion para simular diferentes niveles de acuerdo entre los
votantes. Varios estudios han mostrado experimentalmente que,
a igual dispersion, variar los parametros relativos al nimero de
alternativas y votantes afecta a las propiedades de las votaciones
generadas, lo que lleva a una variacion también en la dificultad
que requiere a los algoritmos resolver la agregacion de las
preferencias. A pesar de estos resultados experimentales, no
existen estudios que establezcan un marco tedrico para detallar
como influye en la dificultad de resolver la agregacion el hecho de
variar el nimero de votantes durante la generacion de perfiles.
Actualmente estamos trabajando en cuantificar el impacto de la
modificacion de los parametros en las votaciones, para lograr
un mismo nivel de desacuerdo y dificultad de resolucion en la
obtencion de votaciones sintéticas en forma de rankings con el
modelo de Mallows. El objetivo es determinar las condiciones que
permitan crear conjuntos de datos de votaciones comparables
para evaluar sobre ellos algoritmos de agregacion de rankings.

Index Terms—agregacion de rankings, modelo de Mallows,
probabilidad combinatoria

I. INTRODUCCION

La agregaciéon de preferencias permite tomar decisiones a
partir de las opiniones individuales de varios votantes sobre
un conjunto de alternativas. Una forma habitual de expresarlas
es mediante rankings, donde cada votante ordena las opciones
de mayor a menor preferencia. El conjunto de estos rankings
conforma un perfil, que sirve de base para aplicar un método
de agregacion con el objetivo de alcanzar un consenso. El
campo de la Teorfa de la Eleccién Social se encarga de estudiar
las técnicas que permiten la agregacion de estos rankings [1],
[2], cuyo objetivo es que el ranking consenso obtenido refleje
los individuales de la mejor forma posible.
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La parte computacional de la Teoria de la Elecciéon So-
cial [3] estudia entre otras cosas la aplicaciéon de los métodos
de agregaciéon de preferencias desde una perspectiva tec-
noldgica, centrdndose en la viabilidad del uso de los algorit-
mos de agregacion de preferencias en entornos reales. Una
linea dentro de este campo es el desarrollo de algoritmos
eficientes, asi como su evaluacién sobre datos de elecciones
con distintas caracteristicas. Para realizar esta evaluacion, ex-
isten trabajos en la literatura que recurren a utilizar conjuntos
de datos reales, pero la carencia de estos lleva en muchas
ocasiones a la generacion de conjuntos de datos de votaciones
sintéticos para poder incrementar la bateria de pruebas sobre
los algoritmos desarrollados [4], [S]. En este contexto, los dos
modelos mas utilizados para la generacion de estas votaciones
sintéticas son Impartial Culture y el modelo de Mallows [6],
aunque el primero puede ser replicado como un caso particular
(dispersiéon maxima) a través del segundo.

Una préctica habitual consiste en generar conjuntos de datos
con diferentes pardmetros del modelo de Mallows, mediante
muestreos probabilisticos. Sin embargo, la mayoria de trabajos
no discuten la posible influencia de variar estos parametros
sobre la dificultad de realizar una agregacién de preferencias.
Experimentalmente, si hay varios estudios que han demostrado
que estas variaciones pueden tener efecto en el rendimiento
de los algoritmos [7], [8]. Por tanto, analizar cémo influye
el nimero de votantes en el muestreo de datos es crucial
para evaluar objetivamente los algoritmos de agregacion de
preferencias.

En lo restante de este documento, la Seccién II detalla los
conceptos tedricos base y la Seccién III describe la linea de
investigacion que estamos desarrollando para estudiar cémo
variar el nimero de votantes afecta a las probabilidades de
muestreo de elecciones. El objetivo de esta investigacion es
obtener una metodologia para crear un conjunto de datos en
el que evaluar los algoritmos de agregacion de preferencia de
forma justa y la incertidumbre de estos escenarios.

II. EL MODELO DE MALLOWS

El modelo de Mallows [6] es un modelo probabilistico
que puede ser utilizado para muestrear rankings mediante el
modelo de insercién repetida [9]. Se basa en dos parametros:
la dispersion, que fija el nivel de acuerdo entre los votantes,



y un ranking central. Se entiende intuitivamente que, a menor
dispersién, mds cercanos al ranking central son los rankings
muestreados.

El proceso para generar un ranking consiste en insertar,
de forma iterativa, las alternativas del ranking central en un
nuevo ranking inicialmente vacio. En cada paso, se toma
una alternativa del ranking base y se inserta en una posicién
aleatoria del nuevo ranking. La probabilidad de insercién de
una alternativa en cada posicién del nuevo ranking depende
de la dispersiéon del modelo, del orden de la alternativa en
el ranking central y de la distancia entre dicha posicién y la
posicion original en el ranking central.

Un perfil de rankings se obtiene tras usar el anterior proceso
de forma independiente para tantos rankings como votantes
se consideren. Aunque la probabilidad de obtener un ranking
no depende del nimero de votantes, modificar el valor de
este pardmetro si que experimentalmente parece afectar a la
dificultad de obtener consenso en las votaciones y algunas
otras propiedades [8], [10]. No obstante, no hemos encontrado
estudios que definan de forma tedrica las probabilidades de
obtener un perfil determinado.

I1I. ESTUDIO SOBRE GENERACION DE PERFILES

Debido al proceso explicado, el hecho de que cada ranking
sea generado de forma independiente, habitualmente provoca
que los autores asuman que el nimero de votantes utilizado
no tendrd impacto en las propiedades de los perfiles gener-
ados. Sin embargo, como se ha mencionado anteriormente,
resultados experimentales si muestran variaciones [8].

Con el objetivo de determinar la influencia del nimero de
votantes, es necesario definir la probabilidad de obtener un
perfil de rankings concretos en base a sus rankings. Obtener
esta probabilidad permitiria determinar la distribucién de per-
files seglin se varia el nimero de votantes. Un aspecto rele-
vante a analizar seria comparar, a medida que se incrementa
el nimero de votantes, la probabilidad de obtener perfiles
donde la mayoria de votantes seleccionan el mismo ranking
con la probabilidad de obtener perfiles donde la mayoria de
preferencias son diferentes.

Para el andlisis mencionado en el anterior parrafo es nece-
sario considerar los perfiles especificos. El nimero de posibles
perfiles, dado un ndmero de votantes n y un ndmero de
alternativas m, es el nimero de multiconjuntos de n elementos
tomados de los posibles m! rankings:

)=

n
Esto provoca que, en elecciones con nimeros de votantes
y alternativas elevados, el niimero de perfiles existentes no
permita realizar un andlisis pormenorizado de su distribucién.
Por ello, otro punto importante serfa la definicién de la
probabilidad de muestrear perfiles que cumplan una cierta
propiedad.

En este sentido, la proporcién de rankings de un perfil en
los que una alternativa aparece en una posicion especifica
es una propiedad interesante. Por ejemplo, el rendimiento de

m!

n
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los métodos basados en Condorcet [2] podria beneficiarse
si una alternativa tiende a aparecer en primera posicién de
los rankings mds habitualmente al incrementar el niimero de
votantes. Esto provocaria que la evaluacién de algoritmos que
implementen estos métodos esté sesgada por el nimero de
votantes utilizado. Para evitarlo, seria necesario analizar la
evolucién, al aumentar el nimero de votantes, de la prob-
abilidad de muestrear un perfil en el que un porcentaje de
sus rankings presenten una alternativa determinada en una
posicién especifica.

Para avanzar en el anélisis de las preferencias generadas, nos
centramos también en estudiar otras propiedades globales de
los perfiles, mas allad de la posicién de una alternativa concreta.
En particular, estamos analizando métricas relacionadas con
los margenes de mayoria en las comparaciones por pares, que
reflejan el grado de consenso o conflicto entre las preferen-
cias individuales. Estas propiedades permiten observar cémo
evoluciona la estructura interna de los perfiles al modificar
el nimero de votantes y podrian influir directamente en
la dificultad que tienen los algoritmos de agregacién para
alcanzar un resultado.

Con todo esto, buscamos establecer una base mas sélida
para generar perfiles sintéticos con propiedades controladas,
que permitan una evaluacién mds justa y homogénea de los
algoritmos. Estudiar como varian estas propiedades al cambiar
el nimero de votantes en la generaciéon es indispensable
para garantizar que las pruebas experimentales reflejen de
forma adecuada la dificultad real de resolver los problemas
de agregacion de preferencias.
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Abstract—The problem of obtaining new examples of fuzzy
metrics has gained interest in the literature, as this type of mea-
surement has proven to be very useful in engineering problems.
In this context, different works have addressed the problem of
deriving fuzzy metrics from classical ones. This paper is devoted
to generalize a construction of non-strong fuzzy metrics from
metrics already provided in the literature, both for continuous
Archimedean ¢-norms and for the minimum ¢-norm. Moreover,
we explore the conditions required to adapt this generalized
method to obtain fuzzy metrics in the sense of George and
Veeramani. Furthermore, we study the relationship between the
topology induced by the fuzzy metric obtained through these
methods and the topology induced by the classical metric from
which it is constructed. Several examples are provided to support
and illustrate our study.

Index Terms—Fuzzy metric, Archimedean ¢-norm, non-strong
fuzzy metric, additive generator, minimum ¢-norm.

I. EXTENDED ABSTRACT

Kramosil and Michalek introduced a notion of fuzzy metric
based on probabilistic metrics in [8], where proximity between
points is expressed as a value in [0,1] depending on a
parameter t. Following the arguments exposed in [9], a fuzzy
metric space can be defined as an ordered triple (X, M, )
such that X' is a (non-empty) set, * is a continuous f-norm
and M : X x X x RT — [0,1] is a mapping satisfying the
following conditions, for all z,y,2z € X and ¢,s € R™.
(KM1) M(z,y,t) =1 for all t € RT if and only if = = y;
(KM2) M(z,y,t) = My, 2,t);

(KM3) M (z,y,t)* M(y,z,s8) < M(x,z,t+ s);
(KM4) The function M, : R — [0,1] is left-continuous,
where M, (t) = M(z,y,t) for each t € R™.

Later, George and Veeramani refined this notion in [2]
with the aim of ensuring that each fuzzy metric induces
a Hausdorff topology, and showed that a fuzzy metric can
be obtained from a classical one, which induces the same
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topology. Subsequently, several works was dedicated to the
topological study of these fuzzy metrics. A significant result
in this direction was proved in [5], which establishes that the
topology induced by a fuzzy metric is metrizable.

While classical and fuzzy metrics are topologically equiv-
alent, they differ significantly in purely metric contexts such
as fixed point theory and completion. Moreover, fuzzy met-
rics have proven useful in various engineering applications,
including image processing, color perception, robust model
estimation, and clustering (see, for instance, [1], [3], [4],
[10]-[13]). This has led to growing interest in constructing
new fuzzy metrics to broaden the available tools for handling
problems involving uncertainty.

The aim of the paper is to generalize a construction of
(pseudo-)fuzzy metrics from classical (pseudo-)metrics pro-
vided in [9], which is recalled below.

Theorem 1.1: Let (X, d) be a pseudo-metric space and let
* be a continuous t-norm with additive generator f,. Then,
(M, ) is a fuzzy pseudo-metric on X, where M is the fuzzy
set defined on X x X x]0, oo[ as follows:

M(z,y,t) = £ (max{d(z,y) — .0}),

for all z,y € X and for all ¢ €]0, co[. Furthermore, (M, ) is
a fuzzy metric on X if and only if d is a metric on X.

To achieve the aforementioned generalization, a positive
real-valued function is introduced in the construction to man-
age the parameter ¢, following the ideas of a method for
constructing fuzzy metrics from classical metrics, as proposed
in [6] and recalled below.

Theorem 1.2: Let (X, d) be a pseudo-metric space, let ¢ :
10, 00[—]0, 00| be an increasing and left-continuous function,
and let * be a continuous Archimedean ¢-norm and let f, be
an additive generator of *. Then (X, M, %) is a strong fuzzy



pseudo-metric space, where the fuzzy set M : X x X x]0, oo
is given, for each z,y € X and ¢t €]0, o0o[, by

(-1 (d(ﬂ?vy)) '

(t)
Moreover, M is a strong fuzzy metric if and only if d is a
metric.

To adapt the previous result to the construction presented in
Theorem 1.1, it is necessary to impose an additional condition
on the function ¢, namely, superadditivity.

Moreover, we also focus on adapting the second method
presented in [6] to the construction given in Theorem 1.1, in
which the minimum ¢-norm is involved. It is recalled below.

Theorem 1.3: Let (X,d) be a pseudo-metric space, let
¢ :]0,00[—]0,00[ be an increasing, left-continuous and su-
peradditive function, and let g [0,00] — [0,1] be a
decreasing and left-continuous function, such that g(0) = 1.
Then (X, M, *y) is a fuzzy pseudo-metric space, where the
fuzzy set M : X x X x]0,00][ is given, for each z,y € X and

t €]0, oo|, by
o(t) ) '

Moreover if, in addition, g~!(1) = {0} then M is a fuzzy
metric if and only if d is a metric.

Finally, we study whether the topology is preserved under
both new methods for constructing fuzzy (pseudo-)metrics
from classical (pseudo-)metrics. That is, whether the topology
induced by the constructed M coincides with the topology
induced by the (pseudo-)metric from which it is derived.

The aforementioned results are included in the paper [7].

M(z,y,1) (D

d(z,y)

Mzt = g ( )
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